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Teorie

Bud R(-,-) raciondlni funkce dvou proménnych.
1. Jestlize R(sinz, — cosz) = —R(sinz, cos x), potom lze uzit substituci ¢ = sin .
2. Jestlize R(—sinx,cosx) = —R(sinx,cosx), potom lze uzit substituci ¢t = cos .

3. Jestlize R(—sinz, —cosz) = R(sinz,cosz), potom lze uzit substituci ¢t = tg z,
je-lix € (=5 + km, § + km), kde k je celé cislo. Transformacni vztahy jsou

dt o t2 9 1
SIin- xr = m, COS™ X =

T sinx cosx = 112
(1)

4. Vzdy lze uzit substituci ¢t = tg 3, , je-li © € (=7 + 2k7, 7 + 2k7), kde k je
celé ¢islo. Pokud ale lze uzit nékterou z vysSe uvedenych substituci, davame ji
prednost. Transformacni vztahy maji podobu

2 dt . 2 1—t2
dﬂ? = m, Sinxr — W, COST — m (2)
Priklady
3sin?z + cos?
1. T) =
f(@) sin?z + 3cos2x
Resenti:

Pouzijeme substituci t = tg x. Pak plati, ze

dt 1 2 2
%:mdaﬂ:(tg r+1l)de=(t"+1)dr = dx=

241

Dostavame tak, ze

/38iﬂ2x+0082$d _/3t2+1 1 B
sin?z + 3cos? x 24+3224+1
ktery dale fesime rozkladem na parcialni zlomky. Ve zlomku
3t +1
(t2+3)(t2+1)

formalné pisme y misto t2. Pak podle véty o rozkladu na parcidlni zlomky méme,
ze
3y+1 A n B
(y+3)(y+1) y+3 y+1

1



3y+1=A(y+1)+B(y+3)
a dosazenim y = —1 dostaneme, ze B = —1, dosazenim y = —3 dostaneme, ze
A = 4. Plati tedy, ze

32+1 4 1
(t2+3)(t2+1) 2+3 241

Nyni dokon¢ime integraci

t2+1 1 4 1 t
/3 + dt = /(]‘;2—’—3_t2—|—1) dtg 7 arctan T—arctant

24322 +1
4 ) tg x
= —arctan —= —
V3 V3
- fx) =tg "z
Reseni: Pouzijeme substituci ¢ = tg z. Pak plati, ze
dt 1 dt
= dr=(tg 2z +1)de =+ 1)dv = do = 5——
v = (tg %0+ 1) do = (1 + 1) de — do = 5"

dr cos?zx

Dostavame tak

to t ctt 1
tg Sz dr = dt = 2t —— ) dt=— — =+ =In(1+¢
/gﬂ”x /t2+ /( +t2+1> ;g T+t

1
= —tgtr — th 24+ = ln(1+tg 2z)

sinx
3. =
f(@) 1+sinx
Reseni: Pouzijeme substituci t = tg 5. Pak plati, ze

d 1 1 tg?2+1 241 2dt
— =3 = = = dov = 5——
dr _ 2c % 2 2 241
a dale plati
s 2tg 3 2t
sm:c—2sm§cos§—2tg §cos 5 = T+ tg 22 =5

Dostavame tak, ze

/ sinx d / 2t 1 2 gt / 4t dt
—_—ar = . . =
2+1 14+ 2L 1241 2+ 1)(t2+2t+1)

1+sinz o

_/ 4t gt —
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a nyni postupujeme rozkladem na parcialni zlomky, ktery hledame ve tvaru

4t A N B +Ct+D
E+DE+1)2  t+1 (t+1)2 #2+1

Odkud prendsobenim vyplyva
At = At +1)(t> +1) + B(t? + 1) + (Ct + D)(t + 1)?
Dosazenim t = —1 dostaneme, ze B = —2. Dosazenim ¢t = ¢ dostaneme
4i = (Ci+ D)(1+14)? = (Ci+ D) - 2i
2=Ci+D
odkud plyne, ze C =0 a D = 2. Zpétnym dosazenim dostaneme
4t = A+ +1) = 28> +1) +2(t + 1)?

a porovnanim absolutnim ¢lenu vidime, ze 0 = A—2+2, tedy, ze A = 0. Hledany
rozklad mé tedy tvar

4t B 2 .2
R2+DE+1)2 (t+1)2 241

Dokonceme integraci.

/ it /2 dt+/ 2 it% 2 omctant— —2
= = — = arctan t =
(t2+1)(t+1)2 (t+1)2 241 t+1 1+tg 3
1
cosrsi- x

Reseni: Protoze f(sinz,cosz) = f(—sinz, — cosz), pouzijeme substituci ¢ =
tg x. Protoze

dx de 1 1 dt 1 241
Ccos x sIn” x cos® x tg x sin“x t t t
dostdvame
dx 2+1 ¢ 1 1
= dt =Inlt| — =t = In|tg | — ————
/cosxsin3x / t3 i 2 Ite @] 2tg 2z
Podotknéme, ze plati
cos? c cos? 1 _ cos?z + sin’ x _ 1
2sinx  2sinfx 2 2sin? - 2sin?x

+x



-3
sin®

. flz) =

f(@) 1+ 4cos?x + 3sin’z

Reseni:

http://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/analyza/pages/specialni-integracni-metody.html
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1
f(J:) 1 +sin?zx
Resenti:
393
1
- fl@) = 2 —cosx
Reseni: 396
sinx
- flx) =

sinz — coszx
ResSeni: 399

2 —sinx
- fl2) = 2 4 cosx
Reseni: 400
cos® x
@) =5 ae

Reseni: 398



