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Teorie
Priklady
Urcete primitivni funkei k danym funkcim:

1. Goniometrické substituce

1
(a) f(z)= m

Reseni: Defini¢ni obor funkce f je interval (—=1,1), staci tedy urcit prim-
itivni funkci na tomto intervalu. Provedeme substituci = sint. Protoze
€(-1,1),jet € (—5,5). Potom

x
T (sint)’ = cost = dx = costdt,
s

a protoze cost > 0 pro t € (=73, §), podle druhé véty o substituci mame

1 1 1 1 ¢
——dax = | ————— tdt = tdt = =tgt=
/ (1 — 22)3/2 v / (1 —sin?¢)3/2 o8 / cos3t / cos?t B

a s pfihlédnutim k tomu, ze prot € (=5, %) jecost = /1 — sin?t, dostaneme

sin t sint T

cost V1 —sin?t \/1—172

a+x
b x) =
(b) fla) = /2
Reseni: Je vidét, e x € (—a,a). Pouzijeme substituci = = asint. Potom

/ /a—l—a: / /1+smt costdl — / ll—i-smt ostdl —
a—:c 1—sint 1 —sin?¢

:/a(l—|—smt)dt—at—acost—aarcsm— a? — x?
a

1
(c) flz) = (22 + a2)3/2
Reseni: Pro a = 1 byl piiklad feSen vyse, substituci asinh ¢ lze pouzit
i zde. Ukazeme si jiny postup, pouzijeme substituci r = atgt. Potom
de = &y 2t+1= plati

c2t

[ ormnte= | ! ‘i
(22 + a2)3/2 T = a3 - (tg 2t + 1)3/2 cos?t

1



/1 pat e Lo L *
= | — cos = —sint = —
a? a? a? /a2 + 22’

pricemz posledni vztah plyne z vypoctu

02 02 2
sin“ ¢ sin“ ¢ tg “t tg t
tg %t = = — sin’t = & —> sint = &

cos?t 1 —sin’t Cl+tg %t V1+tg 2t

2. Hyperbolické:

(8) f(x) = Va? +?

Reseni: Pouzijeme substituci = asinh t. Potom dz = acosh tdt a plati
/\/(12 +22dx = /a cosh 2tdt € %
1 1 1 1
= §a2 arg sinh Ty 3%V a2+ 22 & §a2 In (a: + Va2 + x2> + 3%V a? + 22
a

(b) f(z) = Va?—a?
Reseni:

(t + cosh tsinh t) =

Pouzijeme substituci = acosh t. Potom dx = asinh ¢ dt¢ a plati

o2
/ Va2 —a?dr = /a sinh 2t dt € 5 (cosh tsinh ¢t —t) =
1, z 1
=50 arg cosh — + 2%V 2 — a2
a

Lze také psat

1 1
/\/$2a2dazg f§a2ln‘x+\/x27a2‘ +§x\/x27a2.

2
T
C T) = ———
(©) F@) = =
Reseni: Provedeme substituci z = v/2cosh t. Potom dz = /2sinh tdt a
plati
2cosh 2t

22 c
——dx= [ ————V/2sinh tdt = [ 2cosh %tdt = (t + sinh tcosh t) =
Vaz—2 V/2sinh t /

1 1
= arg sinh g—i—imvx?—len (x+\/x2—2> +§m\/a:2—2

x2

(d) f(z)= N

Reseni: Pouzijeme substituci # = asinh t. Potom da = acosh tdt a plati

2 h 2¢ 2
/ W / aa::;h acosh ¢dt = o’ / sinh *¢dt € T [t — sinh tcosh 1] =
2

1
%argsmh——§x\/a2+x 2 & a21n(:1c+ a2+x2)+§x\/a2+x2
a

1
2



3. Dulezité:

(a) f(a) = —

5—2x

Reseni: Uzijeme linedrn{ substituce y = 5 — 2z a ziskdme

3 1

-8
(3+5x)4

Reseni: Uzijeme linearni substituci y = 3 + 5z, pak

(b) f(z) =

‘/—8_8*31
(3+5z)4  (3+5z)3 5
1
(©) J() = 5=
Reseni: Obdobné jako v predchozim pifkladu
1 1 1
o 1= (/322

polozme y = \/gx a podle véty o linedrni substituci dostavame

1V6/ 1 c
2 3 1—y2

S ptihlédnutim k vyse vypoctenému pomocnému vysledku méame

cl 21 |14y LR
= — ~71n = 71n4 .
2 V3 21—y 2 V@
@ f() !
)= ———
2 —x+2

Reseni: Plati, ze
1 1
= A= — _dr=
/xQ—:c+2 ’ /(:1:—%)24—1 !

Pouzitim linedrni substituce ¢t = x—% a predchoziho piikladu (?7?) dostaneme,
ze

/ 1 dtC \/Z t \/7t \/Za ct \/Z L 2 ta 2e—1
= ——dt =4/ =-arctan /-t =4/ —-arctan {/= | t — — | = —=arctan
t2+£ 7 4 7 7 2 \ﬁ

VT



(e)

1
fla) = 32 -2z —1

Reseni: Plati, ze

/ 1 d 1/ 1 q 1/ 1 q 1/ 1
—_— Xr = — —_— axr = — xr = — —_—m
3z2 -2z —1 3 x2—%x—% 3) (z—32-%1-14 3) (z—3

Pouzitim linedrni substituce ¢t = x — 3 a piikladu (??) dostaneme, ze

-3 \fft 4

Poznamka: uvédomte si, ze stejné spravné jsou i vysledky, kdy je zménéné
znaménko a v logaritmu prohozeny &itatel se jmenovatelem, nebot

AR | p \[+\” 1 [2+3t) 1
=3 ) poad= [ gpoadi=- 8 -
9

3 - 2-3t

1
—lnz=1In-
z

Uvédomte si také, ze ¢itatel ¢ jmenovatel ve vysledku muze byt prendsoben
libovolnym éislem, nebot takové vysledky se lisf o konstantu, protoZe je

Inaz=Inz4+mna=hz+C

z+1
j:(x) 24 ax+1
ResSeni: Pouzijeme nasledujici rozklad

z+1 z+3 1 1 1 2241 1 1
Ziotl DPra+l 221a+1 224241 222tz il
Duvod je nésledujici: u prvniho zlomku bychom radi pouzili substituci jmen-
ovatele t = x? + x + 1, k tomu potiebujeme v ¢itateli takovy ¢clen, aby se
nam pfti substituci pokrétil. Protoze dt = (22 + 1) dz, muZeme bud pricist a
odecist x (takova tiprava by se ale minula i¢inkem, nebot nenf jasné, co pak
s druhym zlomkem) a nebo poupravit absolutniho ¢len, jak jsme provedli

vyse.

Oba zlomky, resp. integraly nyni budeme vySetfovat zvlast. Na prvni
nasadime popsanou substituci, druhy budeme pocitat jako v piikladech vyse
prevedenim jmenovatele na kanonicky tvar.

/ rz+1 d /1 2+ 1 q +/1 1 q
- dz= | -———dx - dz
2+zr+1 2x24+x+1 222 +x+1

1/dt+1/ 1 de — /dt+11/ 1 c
i2 2 (x+%)2+% *2 t 23 ) ( )2
+

1 2 3 zt+y 1 3 22 + 1
2ln]t]+3\/;arctan 2 zzln(x2+x+l)+\3[arctan vt

\/%

o

dx -
1+ 3z
3— 3z




1'3

(8) f(z)= P S B
Reseni: Aplikujeme rozklad
3 B ac?’—%x 1 T 1 4z — 22 +1 2z
:1:4—x2+2_x4—x2+2 20 2212 4zt — 212 4(z2 1241

Prvni zlomek nyni mame pfipraven na substituci jmenovatele t = 2 — 2% +2
a ve druhém muzeme substituovat y = 2, abychom dostali tvar, v némz
Citatel je ¢islo a jmenovatel kvadraticky troy:len v kanonickém tvaru. Plati
tedy, ze

1 4% — 2z dtcl
- dz = — 71 t—fl — 2
Jimima =g [ § S g = gt = 12

a pro druhy zlomek dostaneme, zZe

y—3

\ﬁ

4
C1\ﬁty—§1t21 o 22721
= _ . — . arctan = arctan ——arctan ————
7 Va4 ﬁ 2T VT 2/T VT

Pokud dédme oba diléi vysledky dohromady, mame

/ a? _/1 4x3—2xd+/1 2 e
22 +2 JAri—a2+2 422 —3)2+1 o

C 1 4 2 .’132 -1
=-—In(z" —2*+2)+ arctan
i Vi i
4. Libovolné
(a) f(z)=2?V1—=x
Reseni: Pouzijeme substituci y = 1 — 2. Potomdz = —dyaz=1—1y a
plati
/xQ\?’/mdx = /(1 —y)2y P dy = / <y1/3 — 2y*/3 +y7/3) dy €
¢ 3 4/3 6 7/3 3 10/3 3 4/3 6 7/3 3 10/3
= =2(1- — 21— =1 -
L LTI 7 T G



$2

b -
Reseni: Pouzijeme substituci y = 2 — 2. Potom z =2 —y a dz = —dy a
plati
a? (2—y)’ 1 c
__ ey —1/2 _ 4, 1/2 4 ,3/2 ¢
| [ = [ (7w ) a
c 8 2 8 2
= —8yl/? 4+ §y3/2 - 5y5/2 =-8/(2-2)+ g\/(2 —x)3 — 5\/(2 —x)°

(¢) f(z) = cos®zVsinz

Reseni: Pouzijeme substituci y = sinz. Potom dz = ﬁ dy a plati

/0085 zVsinzdx = /(1—sin2 z)?Vsinz cosz dr = /(1—@/2)2@/1/2 dy = / (y1/2 — 2%/ 4 )

2 4 2 2 4 2
¢ §y3/2 _ ?y7/2 + ﬁy11/2 =3 sind/2 ¢ — = sin”/2 z + = sinll/2 &
: 3
sin x cos®
d = —
(d) f(=) 1+ cos?z
ResSeni: Pouzijeme substituci ¥y = cosx. Potom dz = _S}nz dy a plati

. 3 3
sin z cos® x Y
/1+cos2w . /1+y2 Y

v (1) =y -

a protoze plati

y*+1

miizeme déle psat (druhy integrél lze pocitat tieba substituci z = y2 + 1)

2 2
_ Y ¢y 1 2 _cos*z 1 9
_/ydy+/y2 1dy_—?+§ln(y +1) = — 5 +§ln(1+cos x)

Inx
© 1@ = e

Reseni: Pouzijeme substituci y = v/1 + Inz. Potom plati, Ze

dy 1 1 1 2 4
- = . -, nr = —
dz 2y/1+Inz = Y
a s pouzitim téchto vztahu dostédvame
/lnxdx:2 (nyl)dyggy372y:g\/(1+lnx)372\/1+lnx
zvV/1+Inx 3 3



1
f T) = —
(0 @) = =
Reseni: Pouzijeme substituci y = v/I + e®. Potom dz = Lijex dy a plati,
7e e = y? — 1. Odtud méame

/ / / dy—2ln —y =2In 1zviter
vl—i—ef’f 6w2\/1—|—e$ 14y 1++v1+e*
(&) flz) = arctan /z 1

& N NI

Reseni: Pouzijeme substituci y = arctan \/z. Potom

1 1

dy _ [arctan \/:E]/ =

dz 1+ (V2)2 2y’
a proto
t 1
arcinf\/gl_i_xdx:Q/ydygyf:arctan 2z



