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Teorie

Véta 1 (Polomér konvergence). Necht > 7% ) ax(z—x0)¥ je mocninnd fada. Pak existuje
pravé jeden nezaporny prvek R € R* takovy, ze

e pro kazdé = € R, |z — 29| < R, uvedend rada konverguje absolutné,
e pro kazdé x € R, |x — zo| > R, uvedena tada diverguje.

Prvek R spliuje
1

lim supg_ 4/Jax]

kde vyrazem 1/0 zde rozumime 400 a vyrazem 1/0o zde rozumime 0.

R

Poznamka 2. Mé&me mocninnou fadu Y 3 | a(r — zo)*. Jestlize existuje limita

. Qg
lim
k—o00

)

Gk+1

potom je rovna poloméru konvergence R této mocninné rady.

n

Véta 3 (Operace s mocninnymi fadami). Necht f(z) = > 07 jan(z — x0)" a g(z) =

Yoo bn(x — 20)™ maji kladné polomeéry konvergence R; a Ry. Pak
(a) f(@)+g(z) = > Lo(an +bn)(z —20)", |z — w0| < min{Ry, Ro},

(b) f(z)g(x) =D 02 s(Oor g an—ibi)(z — 20)", |z — 0| < min{Ry, Ra}.



Piiklady

Urcete polomér konvergence R nésledujicich mocninnych fad a také konvergenci na
hranici.

o0

2
g o o’
n=1

kde (0 < v < 1)

Reseni: Podle Cauchy-Hadamardova vztahu

1
— = limsup {/|a"®| = limsup o™ = 0,

R n—oo n—0o0
a tedy R = +o0.
2.
wn
n=1 ﬁ7
kde p € R.
Reseni: Pro kazdé p € R plati
1
lim n?__ =1,
T e

tudiz polomér konvergence je vzdy 1.
Chovani na hranici:
Pokud p > 1, pak fada konverguje absolutné na hranici.

Pokud 1 > p > 0, potom fada

I
n=1 np
konverguje neabsolutné dle Leibnize. Rada
>
n=1 ny

diverguje.

Pro p > 0 fada na hranici diverguje.



n! n
— ’
n:lan
kde (a > 1)
Reseni:
Plati
Jﬁg a0r+D2—n2 q2n+1
R= lim % _ = lim ————— = lim = +00.
n—oo (n+1)! n—00 n+1 n—oon + 1
a("+1)2
oo
3" -2)"
S
n=1
Resenti:
Plati
nl]3™ —2)n . Y1 —2/3)" 1
— = limsup Mzhmsnp& 1+ /)|=3‘f:3.
n—00 n n—»00 n 1

tudiz polomér konvergence je %
Chovani na hranici: Je tieba vysetiit konvergenci fady

i3"+ (—2)™ (1)”

n 3

n=1

oy

= n 3

V prvnim piipadé mame
S (1) )

n 3) n ’

n=1 n=1

coz porovname s fadou b, = 1/n, coz diverguje.

V druhém piipadé ziskame

i3”+(—2)n( 1)" = (= 2n

n n n3n’

n=1

Prvni ¢ast konverguje z Leibnize, druhd z d’Alamberta, tedy konverguje. Abso-
lutni konvergenci jiz vyloucil prvni pfipad.



[e.e]
1 o
P
2TL
n=1
Reseni:
Jedna se o mocninnou tadu, jejiz koeficienty jsou povétsinou nulové, s vyjimkou
. o 2 < . - . . . . . ,
koeficientii u ™ . Uvédomte si nyni, ze koeficient 2% je koeficient nikoliv u n-tého,

ale n?-tého ¢lenu této fady! Abychom mohli pouzit vztahy pro vypocet poloméru
konvergence, potiebujeme najit vztah pro n-ty koeficient a,,!

Jestlize ale plati

1
nz = o a koeficienty jsou jinde nulové,
potom
_ kud n = k? &jaké k pii ¢
an = VR pokud n = k* pro néjaké k piirozené
a, = 0 jinak

Podle Cauchy-Hadamardova vztahu spoc¢teme

1 1 \" .
-_——= 1 L = 1 —_— = 1 7‘\/>E i O =
7 limsup Y/ |a,| nlin;o <2\/ﬁ> lim 2 2° =1.

n—oo n—oo

Na hranici fada zjevné konverguje absolutné.

= @en)!
§:@n+1w$

n=1
Reseni: Plat{
(2n)!!
R= I CntDH 2n+3
o nglolo (2nt2)1 nlﬁnolo 2n + 2 o
(2n+3)!!

Pro konvergneci na hranici vyuzijeme odhadi dokazatelnych indukei

(2n)!! - 1 (2n)!! - 1
Cn+ 11 7 2n+ 1’ Cn+1)!! " Von+2

7 prvniho odhadu je ziejmé, ze pro x = 1 fada diverguje srovnanim s fadou

> 2n1+1‘ 7 druhého odhadu vyplyva, ze pro x = —1 fada konverguje neabsolutné
2n)!!

podle Leibnize. (nutno dokdzat monotonii posloupnosti W)




X B+ (=D,
Z:l[+(n)]x

Reseni: Plati

+ = timsup {fEE OV /5 D = msup(3 + (1] = 4.

n—00 n n—00 n—00
Tudiz R = }.
Konvergence na hranici: VySetiujeme fady

oo

S B+(=D"" 1

n 4n
n=1

— B4 (=) (-1)"
Z[ +(n )"] (4n)

n=1

Podivame-li se pouze na sudé ¢leny, dostaneme radu

L B |
2 g~ 2o
kterd diverguje.
Pro liché ¢leny dostaneme
N R | S| 1

— 2n + 1 42n+1 :Z2n+122”+1’

n=1 n=1

0 22n+1 (_1)71
2n + 1 42n+17
n=1

které konverguji absolutné.

Sec¢tenim ,liché“ a ,,sudé ¢asti“ fady dospivame k zavéru, ze pro a = 0 fada na
hranici diverguje.

o0 n

€T
Za”—kbn’

n=1
kde a > 0, b > 0.

Reseni:



Podle Cauchy-Hadamardova vztahu plati

1 I N 1 i 1 »/max(a™, b") 1
— = limsu = lim su -
R nﬁoop V a® + b" nﬁoop max(a, b) a™ + bn max(a, b)’

a tudiz
R = max(a,b).
Na hranici fada diverguje, nebot nespliiuje nutnou podminku konvergence:
b n
max(a,b)" g,

n—oo " 4+ "

S,
“— (2n)!
Resenti:

Je 2

PR ) — Jim (2n+2)(2n+1)

n—oo (n+1)!) n—00 (n —+ 1)2
(2n+2)!

Tudiz polomér konvergence je 4.

=4.

Na hranici tedy vySetiujeme fadu

Pro x = —4 mame:

(]2
|
=
3
=
S~—
Do
)
3
N
3

n=0

pouZijeme Leibnize a zjistujeme, zda

(n!)24n
n—oo (2n)!

jde k 0. Porovndme a, a any1:

an nInl4™(2n + 2)! _ (2n+2)2n4+1) 4n+2 <
an+1  2n)!n+Dn+1D)4-47  4(n+1)2  4n+4

1

Tedy posloupnost a,, je rostouci, prvni ¢len je roven 1, tedy zjevné nejde k 0, tedy
fada diverguje v bodé -4. Tedy v bodé 4 také.

Zaver: tada konverguje na (—4,4).



(o) n2
1
3 (1 + ) -
n=1 "
Reseni: Podle Cauchy-Hadamardova vztahu
1 1\" 1\"
— =limsup { ](1—1—) | = lim sup <1+> =e,
R n—00 n n—00 n
a tedy R = %
Na hranici tedy vySetiujeme fadu
S ()
— n er
o n2
1 1
1+ — —(=1)™.
S (1+2) S
n=1

Plati ale

i (141) Lo
a1 e T e

tudiz fada diverguje, protoze nespliiuje nutnou podminku konvergence a,, — 0.
Limitu lze spocitat napiiklad takto pomoci Taylorova rozvoje (s vyuzitim spoji-
tosti exponencidlni funkce):

2

) 1\" 1 i 9 1 ) 9 1
lim (14 — — = limexp |z°In(14+— | —x| =exp | lim 2°In(1+—- ) —z| =
T—00 T et T—00 €T T—00 €T

= exp [ lim z? (1 _ L + o(x_2)> - x] = exp [ lim —% + 0(1)} = ¢ /240 = 1/2,

T—00 T 212 T—00

Zaver: fada konverguje na (—1/e,1/e).

i "
n=1 a\/ﬁ
kde a > 0.
Resenti:

Podle Cauchy-Hadamardova vztahu plati

1 1
— = limsup {/ —= = limsu a Vrln — g0 1,
R n—>oop (l\/H n—>oop



12.

Tedy
R=1.

Pokud a > 1, potom fada na hranici konverguje absolutné, coz ze srovnani

1

a _ n? n—o0 0
5 avm
n

§

(Limitu lze spocist napiiklad pouzitim Heineho véty a dvojnasobnym aplikovanim
I"'Hopitalova pravidla.)

Pokud 0 < a < 1, potom fada na hranici diverguje, nebot nespliiuje nutnou
podminku konvergence, a,, /4 0.

o0 n n
a b

S ()
n n

n=1

kde a > 0, b > 0.

Reseni: Mame

an=—+ —
n n

Vysetiime dva ptipady, nejprve a > b, pak

g nl2a" VOAL
a = lim <hmsup —|——<hmsup ——l——< lim {/— ="a
n—00 n—0o0 n—00 n—00 n

P:*
a

analogicky pro a < b:
1 / 2™
b= lim <hmsup 7—|——<hmsup 7_*_723 lim \/7V0:14Lb
n—00 n—oo n—o00 n n—00 n

P:g

Tedy p = min %,% .

Krajni body vysetifme pro oba pifpady zvlast. Radu rozvijime v 0, tedy krajni
body jsou p = min{i, $}a —p = —min{2, 3

Nechf a > b. Pak nds zajim4 fada:

/a1 (1
Z(Hm)w:Z)(n ) > ZO

n=0 n—=




Pouzijeme porovnéni fad (vse je tu kladné!) a zjistime, ze fada diverguje, jelikoz
je to kladné, tak i v absolutni hodnoté. Druhy krajni bod:

i (C;: + Z;) (_a}l)n _ i ((—i)" N (_ai):?bn)

n=0 n=0

Toto mizeme roztrhnout na 2 konvergentni fady, prvni konverguje z Leibnize,
druhd taktéz. Tedy fada v krajnim bodé —1/a konverguje, ale nikoli absolutné.

Necht a < b. Pak nds zajimd fada:

= [a® b\ 1 =/ a" 1

T;)(n +n2) bn _7§)<bnn+n2>

Toto opét roztrhneme na 2 tady, prvni konverguje z d’Alembertova kritéria, o
druhé to vime. Tedy roztrzeni bylo korektni (roztrhli jsme na 2 konvergentni
fady), fada konverguje. Dosadime-li nésledné jako krajni bod —1/b, muzeme
rozvnou Fici, ze fada konverguje absolutné.

Tim jsme hotovi, jen je tfeba dat pozor na piipad a = b.



