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Teorie

Definice 1. Nechf f, g jsou redlné funkce a a € R*. Rekneme, ze funkce f je v bodé a

malé o od g (znaéime f(z) = o(g(z)), z — a), pokud lim,_,, % =0.

Specialné, zapis
f(@) = o(z")
znaci, pokud f # 0 na néjakém prstencovém okoli nuly, ze

lim f(@)

z—0 "

=0.

Definice 2. Necht f je funkce, a € R a existuje £ (a) € R. Pak polynom
1
T)4(x) := f(a) + f'(a)(x —a) + - + ;f(")(a)(af —a)", z€R,

nazveme Taylorovym polynomem Tddu n funkce f v bodé a.

Definice 3. Nechf f je realnd funkce, a € R a f md koneéné derivace vSech fddu v
bodé a. Pak

> )~ a)"
n=0

nazyvame Taylorovou Tadou se stiedem v bodé a. (Pfipomenme, ze ve vyse uvedeném
vzorci uvazujeme 0! = 1 a 0° = 1.)

Véta (Lokalni Taylorova): Jestlize redind funkce f je definovina na néjakém
okoli bodu xo € R a navic

(i) md na tomto okoli derivace do rddu n — 1 véetné v kazZdém bodé

(ii) a v bodé xo ma také derivaci n-tého tddu, potom

f(x) =Y ap(z —w0)" +ol(z — 20)"),

k=0
kde koeficienty ay jsou uréeny jednoznacné a plati

f(k) (o)

X k=0,1,...,n.

ap =
Specidlné, pokud xo = 0, pak

(k)
fl@)y=>" fk‘(O)xk + o(z™).

=0 :
Pomoci Taylorovy véty lze odvoéit, ze plati (jde o rozvoje v nule)



1 e =31 o % + o(a™)

n—1 (—1)kg2k+1

2. sinx = k=0 W + 0(.T2n)

_1\k .2k
3. cosz = p_, (E)a™ (12)14:):(!: + o(x?"+1)

4 (14 2)™ = Sy ()a + ofa)

5. In(l+z) =374, (_1,):711‘"“ + o(z™)

6. " =1+a+% ... +2 4oz

3 5 )n71x2n71

7. sinxzx—%—l—%—i—...—l—(_l@ni_l)!—ko(azzn)

_1\n.2n
8. cosmzl—fg—?—i—%%—...—i—( (lz)n)l; + oz 1)

m(m—1)

9. 1+z)"=1+mz+ sz 4ot m(m—1)...(m—n+1)

n!

" + o(z™)

10. (1 +2) =2 — % + ...+ (—=1)"1Z0 4 (™)

n

Priklady
1. Rozviiite funkei f (z) = —22% — 62 + 2 v bodé a = 4.

ResSeni: Zac¢neme derivovat:

f(x)=—42—6

J(4) = ~22
1" (@) = —4
1" (4) =4

Vsechny dalsi derivace uz jsou rovny 0, ¢imz jsme ziskali odpovéd na otazku, jak
bude dlouhy rozvoj. Dosadime:

T2f74:_54_22(1._4)_4(3;_4)2:—2x2—6$+2

Vysel ndm puvodni polynom.
2. Odvod'te rozvoje pro nasledujici funkce v nule do n-tého fadu.

(a) e
Reseni: Pouzijeme vyjadieni koeficienti v lokélni Taylorové véte. K tomu
staci spocitat n-tou derivaci dané funkce a deélit n!.

Pouzijeme vyjadieni koeficienti v lokalni Taylorové vété. K tomu staci
spocitat n-tou derivaci dané funkce a délit n!.



(b) sinz
Reseni: Pouzijeme vyjadreni koeficientti v lokalni Taylorové vété. K tomu
staci spocitat n-tou derivaci dané funkce a délit n!.

(c) cosz
Reseni: Plati, ze

(cosz) ™) = —sinz, (cosz)"t?) = —cos,
(cosz) ") = ginz, (cosz)*™ = cosz, neN
a tedy
(cosz)4m ) (0) =0, (cosz) D) = 1, (cosaz) "3 (0) =0,

(cosz)(™) =1, n €N
v8echny liché derivace jsou tedy nulové a sudé lze vyjadrit jednim vztahem
(cos ) (0) = (-1)", neN
(d) In(1 + =) Redeni: Plati, ze

r_ 1 " _ _#
///_i N x,,,,:_1.2.3
[In(1+2)]" = 1+2)3 [In(1 + )] (1+2)4

odkud lze vyvodit, ze
[In(1 + z)]™ = (—1)"+1—L

V nule dostaneme
(1 +2)]™(0) = (=1)"*!(n - 1)!
. Najdéte Tayloruv rozvoj v nule funkce

flw) = et
do pétého fadu.
Reseni: Podle vztahu pro rozvoj exponencilni funkce dostaneme

2)2 2)3 2\4 2\5
w22 9 (22 —27) (22 — x%) (22 — x*) 2z —z%)°
e =142z —2%)+ 51 + 30 + 1 + =] =

1 1 1
= 1—1—(23:—302)4—5(43:2—4:1034—3:4)—1—6(8x3—12x4—|—6x5+0(:n5))+ﬂ(16$4—32x5—|—0(x5))

1 5 5Yy _

2
:1+2$+$2—§$3—*I — —a° 4 o(x")



4. Najdéte Tayloruv rozvoj v nule funkce

1+ + a2
1—x+ 22

f(z) =

do ¢tvrtého tadu. Urcete f*)(0).

Reseni: Na néjakém okoli nuly, kde |z — 22| < 1, plati rovnost

1+ x4 22
1—(x—a?)
:(1+x+x2)'i(x—x2)k:

k=0
A+z+22)+Q+z+2H)(z—2%)+ 1 +z+2H)(x—2?)?
1tz +a?) (@ —a?)? + (Lo +a?) (e —a?) +o(ah) =

S

~— —

(1+x+x Nt(z+a®+2>—a?—23—x
+(2? + 23+ 2 — 223 — 221 4 2t + o(2h) + (2P 4 2t — 32 + o(z?)
+(z* 4 o(xh) + o(z?) =
=142z + 222 — 221 + o(2?)
7 jednoznacnosti rozvoje pak vyplyva, ze f®*(0)/4! = =2, a tedy f*(0) = —48.

. Najdéte Tayloruv rozvoj v nule funkce

do Sestého radu.

Reseni:
Je 2 4 6
oz x
f(z) =In(cosz) = l(l———i—Q—%—FO( ) =
Ozna¢me V (z) %24—%— 5 + o(a®)
vV 2 vV 3
V@) - L VT s -
2 3
2zt a2 1 [2* x? 1 26
— (- + 2 - (T a8 )= (= 4 0@ ) =
< 2 To1r 7 ol )> 2(4 224+0(x)>+3( 8+0($)>
2 gt 46 ;
=% 1 g o)



6. Najdéte Tayloruv rozvoj v nule funkce

f(z) = sin(sinx)
do tfetiho radu.

Reseni: Je 5

() = sin(sinz) = sin(z — "% +o(a%) =

Oznaéme V(z) = z — % + o(a?)

1
_$—§$3+0( 3)

. Najdéte Tayloruv rozvoj v nule funkce

x
f@) = ="

do ¢tvrtého fadu.
Reseni:
Na vhodném okoli nuly je

r x B

e? —1  x+a2/24 23/3! + 24 /4! + 25/5! + o(xb)
1

14 x/20 4+ 22/3! 4+ 23 /4! + 24 /5! + o(x)

> k .TQ LE?’ .7;4 k
=0

Oznacme V(z) = § + 5 + 7 + %}1 + o(x?)

Rozvedme jednotlivé mocniny V (z) do patého fadu.

A 132 1’3 334

5



5 5

2 3 4 4
2_ T o T 9T g 9T 5
V@) =90 + 29 + g+ 2am T 2am T 25 o)
3 4 5 5
3 x x 5
V@)= 5o T30 3o i o)
4 5
4_ 7T x 5
V@) = Smm + 4o @)
5
5_ T 5
V@)’ = Smmm o)
Kdyz vSechny piispévky sec¢teme, resp. odecteme, dostaneme
1 1 1
—1_Z R R 5
f(z) 2:c+ 3% ~ 7% + o(z”)
. Najdéte Tayloruv rozvoj v nule funkce
flx)=tgx
do patého radu.
Reseni: Je
sinx 3 2P 5 1
f@) == O = gt g o) s
na vhodném okoli nuly
3 2P = (22 ozt F
= (z §+§+o(x5)>-z (2, 4!+0(:r5)> =
k=0
3 5 3 5 2 4
0 x oz ¢
o= gt o)+ gk o) (5 o) +
3 2P 2 ozt 2
(0= +5+ (z°)) - <2| -t o(m5)> + o(z%) =
3 2P 2 2P x°
=(x— TR +o(z”)) + o T2 313 + o(x®) + 291 + o(z°) + o(z”)
1 . 2
=z + gl‘s + 1—5905 + o(x°)



