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Teorie

Definice 1. Necht’ f, g jsou reálné funkce a a ∈ R
∗. Řekneme, že funkce f je v bodě a

malé o od g (znač́ıme f(x) = o(g(x)), x → a), pokud limx→a
f(x)
g(x) = 0.

Speciálně, zápis
f(x) = o(xn)

znač́ı, pokud f 6= 0 na nějakém prstencovém okoĺı nuly, že

lim
x→0

f(x)

xn
= 0.

Definice 2. Necht’ f je funkce, a ∈ R a existuje f (n)(a) ∈ R. Pak polynom

T f,a
n (x) := f(a) + f ′(a)(x− a) + · · ·+

1

n!
f (n)(a)(x− a)n, x ∈ R,

nazveme Taylorovým polynomem řádu n funkce f v bodě a.

Definice 3. Necht’ f je reálná funkce, a ∈ R a f má konečné derivace všech řád̊u v
bodě a. Pak

∞
∑

n=0

1

n!
f (n)(a)(x− a)n

nazýváme Taylorovou řadou se středem v bodě a. (Připomeňme, že ve výše uvedeném
vzorci uvažujeme 0! = 1 a 00 = 1.)

Věta (Lokálńı Taylorova): Jestlǐze reálná funkce f je definována na nějakém
okoĺı bodu x0 ∈ R a nav́ıc

(i) má na tomto okoĺı derivace do řádu n− 1 včetně v každém bodě
(ii) a v bodě x0 má také derivaci n-tého řádu, potom

f(x) =
n
∑

k=0

ak(x− x0)
k + o((x− x0)

n),

kde koeficienty ak jsou určeny jednoznačně a plat́ı

ak =
f (k)(x0)

k!
k = 0, 1, . . . , n.

Speciálně, pokud x0 = 0, pak

f(x) =
n
∑

k=0

f (k)(0)

k!
xk + o(xn).

Pomoćı Taylorovy věty lze odvodit, že plat́ı (jde o rozvoje v nule)
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1. ex =
∑n

k=0
xk

k! + o(xn)

2. sinx =
∑n−1

k=0
(−1)kx2k+1

(2k+1)! + o(x2n)

3. cosx =
∑n

k=0
(−1)kx2k

(2k)! + o(x2n+1)

4. (1 + x)m =
∑n

k=0

(

m
k

)

xk + o(xn)

5. ln(1 + x) =
∑n

k=1
(−1)k−1

k
xk + o(xn)

6. ex = 1 + x+ x2

2! + . . .+ xn

n! + o(xn)

7. sinx = x− x3

3! +
x5

5! + . . .+ (−1)n−1x2n−1

(2n−1)! + o(x2n)

8. cosx = 1− x2

2! +
x4

4! + . . .+ (−1)nx2n

(2n)! + o(x2n+1)

9. (1 + x)m = 1 +mx+ m(m−1)
2! x2 + . . .+ m(m−1)...(m−n+1)

n! xn + o(xn)

10. ln(1 + x) = x− x2

2 + . . .+ (−1)n−1 xn

n
+ o(xn)

Př́ıklady

1. Rozviňte funkci f (x) = −2x2−6x+2
v bodě a = 4.

2. Odvod’te rozvoje pro následuj́ıćı
funkce v nule do n-tého řádu.

(a) ex

(b) sinx

(c) cosx

(d) ln(1 + x)

3. Najděte Taylor̊uv rozvoj v nule
funkce

f(x) = e2x−x2

do pátého řádu.

4. Najděte Taylor̊uv rozvoj v nule
funkce

f(x) =
1 + x+ x2

1− x+ x2

do čtvrtého řádu. Určete f (4)(0).

5. Najděte Taylor̊uv rozvoj v nule
funkce

f(x) = ln(cosx)

do šestého řádu.

6. Najděte Taylor̊uv rozvoj v nule
funkce

f(x) = sin(sinx)

do třet́ıho řádu.

7. Najděte Taylor̊uv rozvoj v nule
funkce

f(x) =
x

ex − 1

do čtvrtého řádu.

8. Najděte Taylor̊uv rozvoj v nule
funkce

f(x) = tg x

do pátého řádu.
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