
Eulerova konstanta

Věta 1 (Definice Eulerova č́ısla). Dokažte, že posloupnost

xn =

(

1 +
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n

)

n

, n = 1, 2, . . .

je ostře rostoućı a omezená a že posloupnost
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(
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)

n+1

, n = 1, 2, . . .

je ostře klesaj́ıćı a omezená. Odtud pak odvd’te, že obě tyto posloupnosti maj́ı společnou
limitu, která se označuje ṕısmenem e.

Návod: Ukázat, že posloupnost xn je rostoućı, vlastně znamená ukázat nerovnost
xn+1 > xn, což pro nezáporné posloupnosti je ekvivalentńı nerovnosti xn+1

xn

> 1.
Odhadujeme
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> 1.

Posloupnost {xn} je omezená, nebot’ zjevně xn ≤ yn, a yn je omezená a klesaj́ıćı,
což uvid́ıme za chv́ıli, takže 0 < xn ≤ yn ≤ y1. Protože posloupnost {xn} je monotónńı
a omezená, muśı mı́t vlastńı limitu, označme e1.

Ukázat, že posloupnost {yn} je klesaj́ıćı, lze analogicky. Dokazujeme nerovnost
yn < yn−1, což je ekvivalentńı nerovnosti yn−1

yn
> 1. Uvažme tedy
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To, že posloupnost (yn) je omezená, lze nahlédnout,neb 0 < yn ≤ y1. Protože
posloupnost {yn} je monotónńı a omezená, muśı mı́t vlastńı limitu, označme ji e2.

Zbývá ukázat, že obě posloupnosti konverguj́ı k téže limitě. To lze učinit např́ıklad
takto: snadno se zjist́ı, že yn = xn ·

(

1 + 1

n

)

. Proto

e2 = lim yn = lim

[

xn ·

(

1 +
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= limxn · lim

(
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= e1 · 1 = e1.

Je tedy e1 = e2, obě posloupnosti konverguj́ı k téže limitě, kterou můžeme označit e.
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