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Priklady
1.
i te 2kx
arcke v
P x4+ k
x € R.
Reseni:

Pokud z = 0, fada ma nulové koeficienty a konverguje. Pokud = # 0, pouzijeme
limitni srovnavaci kritérium. Plati, ze

arctg y
lim =

y—0 Yy

L

2kz)v
)

odkud vyplyva (substituci y = ) 2e

2k
_arctg $2+”22

lim — =1
k—o0 poRWE

a proto fada ), arctg ,ﬁ—xﬂ konverguje, pravé kdyz konverguje fada ), %ﬁ@
Jednoduchym srovnanim ale dostaneme, Ze od ur¢itého ¢lenu pocinaje, kdy je
k? > 22, plati

2kx 2kx

o s
2+ k27 2k K
pricemz fada napravo diverguje pro kazdé z # 0.

Zdver. Rada konverguje pro z = 0, jinak diverguje.

2.
oo
3 1
E n° [ 1— cos—
n
n=1
Reseni:
Snadno se ovéif, ze vsechny koeficienty a, = n3 (1 — cos %) jsou nezaporné.

Ukézeme, ze a, /4 0 pro n — oo. Je totiz

n—00 n

. 3 1 ) 1—cosi 1
im n°{1—cos— | =lmn- ——=2 =+00- = = 400,

kde pro vypocet limity posledniho zlomku pouzijeme Heineho vétu, substituci
T = % a limitu lim =€ — %
z—0



o0

1)" ™
Z 2, “Chnrl

— In“n
Resent:
Protoze cos ;% cos( ) = —1, fada konverguje neabsolutné pouzitim Leibni-
s , s —1)n
zZova, krlterla na Z : Qn a posléze Abelova kritéria na Y a, by, kde a,, = (lnz)n a
b = COS T‘H

Rada nekonverguje absolutné, nebot od néjakého N poéinaje plati, ze

1

In’n

™ 1 1
o > =53
n+1 In°n 2

Na tadu napravo lze pouzit napf. srovnani s harmonickou fadou.

o0
Z ( L(K2+1)~ 1)
k=1

Resenti:

Protoze

(k(k2+1)71 — 1) = ekl;ifl —1

a vyraz v exponentu konverguje pro k — oo k nule (napiiklad podle Heineho véty
a I"'Hopitalova pravidla), dostévéme s ptihlédnutim k Heineho vété, vété o limité

slozené funkce a zékladn{ limity <=t — 1 pro z — 0, Ze
lélk
. ekt —1]
hm T == 1
k—o00 il

Podle limitni verze srovnavaciho kritéria tedy vysetfovana rada konverguje, prave
kdyz konverguje fada
oo

Ink
ORER
P k*+1
Ukazeme, ze tato fada konverguje. K tomu nam poslouzi dvojice odhadu
Ink Ink  Ink 1 1
Y <
k241~ k2 f k32 T 32

pri¢emz prvni nerovnost plati pro kazdé k prirozené, o druhé ukazeme, ze existuje
prirozené N takové, ze plati pro kazdé & > N. Jestlize tak uc¢inime, potom
konvergence plyne ze srovnavaciho kritéria a konvergence rady kip prop >> 1.



Tvrdime tedy, ze existuje pfirozené N takové, ze pro kazdé k > N je
Ink
< 1.
f

Podle Heineho véty a I’Hopitalova pravidla mame, ze

Volme tedy € = 1. Z definice limity vyplyva, ze existuje N prirozené tak, ze pro

kazdé k > N je |lnk —0| < ¢, a tudiz, protoze ¢islo nalevo je kladné, je I\I}If <e=1.

Tim je tvrzeni dokazano.

-1 1
Z(_l)nn 100
— n+1 *%n
Reseni:
Protoze "— 1, faqda konverguje neabsolutné pouzitim Leibnizova kritéria na

-1

> 10\; a posleze Abelova kritéria na Y a,by,, kde a,, = (109} ab, = n+1

Rada nekonverguje absolutné srovnanim s fadou 3 W% a pouzitim limitniho
srovnavaciho kritéria.

(o)
1
Z sinn~ 'n nt
n
n=1

Reseni:
Polozme a,, = sinn~'In "H . Ukézeme, Ze a,, 1ze porovnat s - a tudiz rada podle
limitni verze srovnavamho kritéria konverguje. Podle Helneho véty a substituce

T = % totiZ mame

1 .
sin = sin x
lim —"* = lim =1
n—00 = z—=0+ X
a +1 1
In( 2= In(1+ = In(1
lim ninl): lim (71n): lim n(l+2) =1,
n—o00 = n—oo | 4 - z—0+ x
takze pouzitim obou limit dohromady dostavame
<1 1
a sin- In(l1+4 =
han:hm T (1 ”)—1
n—o0 = n—oo = =
n n n
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Zsm 2
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n=1

ResSeni:

S pfihlédnutim k Heineho vété totiz jednoduchym rozsitenim dostaneme

: n : n
. sy . sin o n2
lim — = lim o T =
n—00 - n—00 ] nc+1
: n 2 .
— lim ALy R I P
[ n—oo n< + 1 z—0 X

Rada tudiz diverguje srovndnim s harmonickou fadou.

[o@)
Z sin (7r\/ n? + k:2>
n=1

Resenti:

Plati, ze

sin (71'\/ n? + k2> = sin (7['\/ n2+ k2 —nm+ mr) =

2
= sin (W\/m — mr) cos(nm) = (—1)" sin <M]ﬁw> .

Polozme tedy
( 1)n, < /{:2 )
an = (—1)"sin | ———=7 | .
n+vn? + k2

- . . o s . 2
Rada ) a, konverguje neabsolutné podle Leibnitzova kritéria, protoze sin (ﬁﬂ) N

0 (jmenovatel monoténné roste nade vSechny meze). Rada ale nekonverguje ab-
solutné, jak vyplyva z limitniho srovnavaciho kritéria a srovnani

. k2
i (7% i S <n+\/ n2+4k? 7[') nk? 1 k2w
im 4 = lim 2 . T=1—.
I B v iR 2

oo

> (k1)

k=1
Reseni:
Pokud a > 0, pak lim (k:ka — 1) = +o00, fada tedy diverguje, nebot neni splnéna
zékladni podminka konvergence lim a; = 0.



10.

11.

Pokud a < 0, pak plati
R 1 = ok Ink _q

Y

a tudiz (podle Heineho véty a véty o limité slozené funkce s prihlédnutim k faktu,
ze lim, oo 2%Inz = 0 pro a < 0)
k® k?Ink
-1 -1
m o~ — lim & T 1.
k—oo k%Ink  k—oo k%Ink

Staci tedy podle limitniho srovnavaciho kritéria vysetfit fadu

i kE%Ink
k=1

pro a < 0. O této fadé vime, ze pro 0 > a > —1 je divergentni a pro a < —1 fada
konverguje.

N 4L
Z(_l) Inlnlnn
n=10

Resenti:

Rada konverguje neabsolutné. Nahlédnout to lze nejprve pouzitim Leibnizova
kritéria na fadu
> nmin
Inlnlnn

a posléze Abelova kritéria na > apby,, kde a,, = % a b, = {/n (je potteba

Inn
dokéazat, ze b, je omezend a monoténni posloupnost, coz lze udélat naptiklad

pomoci monotonie funkce /%, kterou lze vysetfit uzitim diferencialntho poctu).
Rada nekonverguje absolutné, nebot

Vi1

1
Inlnlnn ~ Inlnlnn ~ n

(od urcitého indexu pocinaje).

Zsm (n+1/n)

= Inlnn

Reseni: Aplikujme souétovy vzorec na itatel, dostaneme

sin(n +n~!) sinncosn™! cosnsinn!

In(lnn) ~ In(Inn) + In(Inn)
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13.

Protoze posloupnost se ¢leny b, = 1/In(lnn) konverguje monoténné do nuly a
plati, ze fady ), cosn a také > sinn maji omezené ¢dstecné soucty, rady
sinn cosn

— In(lnn)’ — In(Inn)

konverguji podle Dirichletova kritéria.

Je oviem evidentni, ze posloupnosti {sinn~='} a {cosn~!} jsou od jistého élenu
pocinaje monoténni (nebot funkee sin a cos jsou monoténni na intervalu (0, 7/2)).
Z toho plyne, ze podle Abelova kritéria konverguji fady

sinn 1 cosn .1
-cosn -, T sinn o,

— In(Inn) — In(Inn)

a tudiz konverguje (neabsolutné) i jejich soucet.

Absolutni konvergenci muzeme vylouéit porovnanim s fadou 1/n. (Tteba podle
jednostranného limitniho kritéria.)

O<x<m.

Reseni:

Pro p > 1 konverguje absolutné srovnanim |‘°’”:l#| < % Pro 0 < p < 1 nekon-
verguje absolutné, nebot

| sin nx| sin?(nz) 1 cos(2nx)
D I T e
nebot druhé fada konverguje neabsolutné podle Dirichletova kritéria, zatimco
prvni diverguje do +4oc0.

Pro 0 < p < 1 konverguje neabsolutné podle Dirichletova kritéria, pro p < 0 neni
splnéna nutna podminka konvergence, takze fada diverguje.

Pouzili jsme pfitom faktu, ze pro x # 0 maji posloupnosti {sin(nz)} a {cos(nz)}
stejné omezené ¢asteéné soucty. Nahlédnout to lze podobné jako v prikladu ?77.

> k 1
—DF— s =
Z( ) k2+1cosk

Reseni:
Rada nekonverguje absolutné srovnanim s fadou ), %, nebot limitn{ srovndvaci
kritérium dava

k 1 2
lim L cosyp . k 1
11m -1 = 11m 27 COS — = 1



Zkusime aplikovat Leibnizovo kritérium. Ziejmé kziﬂcos% — 0 pro k — oo,

musime ale ovérit monotonii této posloupnosti (alespon od néjakého ¢lenu poéinaje).
Derivovanim dostaneme
< x 1)Z;ﬁ+1—2ﬂ 1 z 1 1

———COS— | =——5———C0S— + ———— 8in —
»?2+1 (22 +1)2 x+332+1:v2 x

derivace je na néjakém okoli nekonecna spojité a je nulova, pokud splinuje rovnici

1— a2 1+ 1 ! 0
—F— COS — ———_ Sl — =
(z24+1)2 xz  x(2?2+1) =z

z(1 — 2?)

=1g
(x2 +1) x
Je vidét, ze pro x — 400 leva strana konverguje k nekoneénu, zatimco prava
strana k nule, a proto rovnice na néjakém okoli nekonetna nemuze mit reSeni
a derivace nemuze ménit znaménko. Tudiz funkce musi byt na né&jakém okoli
nekone¢na monoténni, z ¢ehoz plyne monotonie posloupnosti.

Zavér: Rada konverguje neabsolutné, absolutné nikoliv.



