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Teorie

Př́ıklady

1. (a)

lim
n→∞

(−1)n
ln2(n+ 1)

(n− 1)2

Řešeńı:

Budeme uvažovat limitu funkce:

lim
x→∞

ln2(x+ 1)

(x− 1)2
L′H
= lim

x→∞

2 ln(x+1)
x+1

2(x− 1)
= lim

x→∞

ln(x+ 1)

(x+ 1)(x− 1)

L′H
= lim

x→∞

1
x+1

2x
= 0.

Z Heineho nyńı máme, že

lim
n→∞

ln2(n+ 1)

(n− 1)2
= 0.

Nyńı ze dvou policajt̊u nebo z věty o omezené a mizej́ıćı máme i, že

lim
n→∞

(−1)n
ln2(n+ 1)

(n− 1)2
= 0.

(b) Použijte l’Hospitala

lim
n→∞

tan 1
n − 1

n
1
n − sin 1

n

Řešeńı: Budeme prve poč́ıtat limitu funkce, pomoćı L’Hospitalova pravidla
typu ”0/0”.

lim
x→0

tan x− x

x− sinx

L′H
= lim

x→0

1
cos2 x

− 1

1− cosx
= lim

x→0

1− cos2 x

cos2 x(1− cosx)
=

lim
x→0

1 + cosx

cos2 x
=

1 + 1

12
= 2.

Nyńı použijeme Heineho, xn = 1
n , xn je v definičńım oboru funkce

tan x− x

x− sinx
,

xn 6 0, lim 1
n = 0.

Odtud

lim
n→∞

tan 1
n − 1

n
1
n − sin 1

n

= 2.
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(c)

lim
n→∞

cn

n
,

c > 1.

Řešeńı: Převedeme na funkci:

lim
x→∞

cx

x
= lim

x→∞

ex ln c)

x

L′H
= lim

x→∞

cx ln c

1
= ∞

Z Heineho plyne, že i p̊uvodńı limita

lim
n→∞

cn

n
= ∞.

(d)

lim
n→∞

(lnn)
1

n

Řešeńı:

Budeme poč́ıtat limitu funkce:

lim
x→0+

e(x ln(ln 1

x
))

Tedy muśıme spoč́ıst

lim
x→0+

x ln(ln
1

x
) = lim

x→0+

ln(ln 1
x)

1
x

L′H
= lim

x→0+

1
ln 1

x

1
1

x

(

− 1
x2

)

− 1
x2

= lim
x→0+

1

ln 1
x

x
V OAL
= 0·0

Nyńı použijeme Heineho, verze zprava: xn = 1
n , xn ≥ 0, limn→∞

1
n = 0,

definičńı obor je také ok. Tedy

lim
n→∞

(lnn)
1

n = e0 = 1.

(e)

lim
n→∞

(

cos 3
n

cos 5
n

)n2

Řešeńı:

Budeme řešit limitu funkce

lim
x→∞

(

cos 3
x

cos 5
x

)x2

Prve přeṕı̌seme na exponencielu:

lim
x→∞

expx2 ln

(

cos 3
x

cos 5
x

)
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Tedy řeš́ıme:

lim
x→∞

x2 ln

(

cos 3
x

cos 5
x

)

= lim
x→∞

x2 ln(cos
3

x
)− x2 ln(cos

5

x
)

Pod́ıvejme se na limitu

lim
x→∞

x2 ln(cos
3

x
) = lim

x→∞
x2 · ln(cos 3/x)

cos(3/x)− 1
· (cos(3/x)− 1)

V OAL
=

lim
x→∞

ln(cos 3/x)

cos(3/x)− 1
· lim
x→∞

(cos(3/x)− 1) · x2

Rozebereme to na kousky s VOLSF: limx→∞ 3/x = 0, limy→0 cos y = 1,
dohromady (spojitost cosinu) máme

lim
x→∞

cos 3/x = 1.

VOLSF podruhé: limx→∞ cos 3/x = 1, lim y → 1 ln y
y−1 = 1, cos 3/x se vyhýbá

své limitě (P2), dohromady

lim
x→∞

ln cos 3/x

cos 3/x− 1
= 1.

Nyńı druhá limita:

lim
x→∞

(cos(3/x)− 1) · x2 = lim
x→∞

−9
(1− cos(3/x))

9
x2

= −9

2
,

neb z VOLSF: limx→∞ 3/x = 0, limy→0
1−cosx

x2 = 1
2 , dohromady

lim
x→∞

1− cos 3/x

9/x2
= 1/2.

Tedy vyšlo, že
lim
x→∞

x2 ln(cos 3/x) = −9/2.

Analogicky
lim
x→∞

x2 ln(cos 5/x) = −25/2.

Dohromady: 16/2. Vrat’me se k exponenciále: exp y je spojité v bodě 8,
tedy z VOLSF máme

lim
x→∞

expx2 ln

(

cos 3
x

cos 5
x

)

= e8.

Z Heineho pak plyne, že i

lim
n→∞

(

cos 3
n

cos 5
n

)n2

= e8.
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(f) Použijte k-krát l’Hospitala

lim
n→∞

cos(nπ)
nk

ean
,

k ∈ N, a > 0.

Řešeńı: Nebot’ cos(nπ) = (−1)n, muśıme limitu nejprve roztrhnout. Budeme
poč́ıtat jen

lim
n→∞

nk

ean
.

Převedeme na funkci. Pak použijeme l’Hospitala typu ”něco/∞”. Použijeme
jej k-krát. Opakovaně nutno ověřit podmı́nky l’Hospitala (vycháźı pořád
stejně).

lim
x→∞

xk

eax
L′H
= lim

x→∞

kxk−1

aeax
L′H
= lim

x→∞

k(k − 1)xk−2

a2eax
= · · · L

′H
= lim

x→∞

k(k − 1) · · · 2x
ak−1eax

L′H
=

lim
x→∞

k!

akeax
=

k!

ak
· 0 = 0.

Z Heineho pak i limita

lim
n→∞

nk

ean
= 0.

Po přidáńı kosinu źıskáme ze dvou policajt̊u výsledek

lim
n→∞

cos(nπ)
nk

ean
= 0.

2. (a)
∞
∑

k=1

ln

(

1 +
1

k

)

cos k

Řešeńı:

Plat́ı, že

lim
k→∞

ln(1 + 1
k )

1
k

= lim
y→0+

ln(1 + y)

y
= 1.

Odtud vyplývá, že řada nemůže konvergovat absolutně podle limitńıho srovnávaćıho
kritéria, srovnáńım s řadou

∑

k
1
k .

Je zřejmé, že řada
∑

k ln
(

1 + 1
k

)

cos k konverguje podle Dirichletova kritéria,
nebot’ ln(1 + 1

k ) konverguje monotónně k nule a řada
∑

k cos k má omezené
částečné součty.
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(b)
∞
∑

k=0

(−1)k sin
π√

k2 + 1 + k

Řešeńı:

Neabsolutńı konvergence podle Leibnizova kritéria je zřejmá. Jak je to ale s
tou absolutńı? Plat́ı, že

lim
k→∞

sin π√
k2+1+k
1
2k

= lim
k→∞

sin π√
k2+1+k
π√

k2+1+k

·
π√

k2+1+k
1
2k

= 1.

Protože řada 1
2k diverguje, podle limitńı verze srovnávaćıho kritéria muśı

divergovat také řada p̊uvodńı. Absolutńı konvergence je tak vyloučena.

(c)
∞
∑

k=1

(−1)k
k

k + 1
cos

1

k

Řešeńı:

Řada diverguje, nebot’ nesplňuje nutnou podmı́nku konvergence. Je totiž

lim
k→∞

k

k + 1
cos

1

k
= 1.

(d)
∞
∑

k=1

(−1)karctg karccotg
√
k

Řešeńı:

Plat́ı, že arctg k → π
2 pro k → ∞ a dále plat́ı, že

lim
k→∞

arccotg
√
k

1/
√
k

= lim
y→+∞

arccotg y

1/y
= lim

z→0+

arccotg (cotg z)

1/cotg z
= lim

z→0+

z cos z

sin z
= 1.

Odtud vyplývá, že

lim
k→∞

|ak|
1/
√
k
=

π

2

a podle limitńıho srovnávaćıho kritéria nemůže být konvergence absolutńı,
nebot’ řada

∑

k
1√
k
diverguje.

Protože posloupnost {arctg k} je omezená a monotónńı, pod́ıvejme se na
řadu

∑

k(−1)karccotg
√
k. Pokud bude konvergentńı, bude podle Abelova

kritéria konvergentńı také vyšetřovaná řada.

Ale řada
∑

k(−1)karccotg
√
k je konvergentńı podle Leibnizova kritéria,

nebot’ arccotg
√
k konverguje monotónně k nule.

Závěr: Řada je neabsolutně konvergentńı, absolutně nikoliv.
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(e)
∞
∑

k=1

(−1)k sin
1√
k3

cos k

Řešeńı:

Plat́ı, že

lim
k→∞

sin 1
k3/2

1
k3/2

= 1,

a tud́ıž řada (bez kosinu)
∞
∑

k=1

sin
1√
k3

konverguje (absolutně) pomoćı limitńıho srovnávaćıho kritéria srovnáńım s
řadou

∑

k
1

k3/2
. A protože

∣

∣

∣

∣

(−1)k sin
1√
k3

cos k

∣

∣

∣

∣

≤ sin
1

k3/2
,

konverguje vyšetřovaná řada absolutně pomoćı srovnávaćıho kritéria.

(f)
∞
∑

k=1

(−1)k
ln(1 + k)

ln(1 + k3)

Řešeńı:

Protože

ln(1 + k)

ln(1 + k3)
=

ln[k(1 + 1/k)]

ln[k3(1 + 1/k3)]
=

ln k + ln(1 + 1/k)

ln k3 + ln(1 + 1/k3)
=

ln k + ln(1 + 1/k)

3 ln k + ln(1 + 1/k3)

k→∞−−−→ 1

3
6= 0,

řada diverguje, nebot’ nesplňuje nutnou podmı́nku konvergence.
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