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Teorie

Definice 1. Necht f je redlnd funkce a a € R. Jestlize existuje

Lo S+ k) = f(a)

h—0 h ’

pak tuto limitu nazyvame derivaci funkce f v bodé a. Znacime

@) o i TO ) = Fla)

h—0 h

Véta 2 (Aritmetika derivaci). Necht a € R a necht f a g jsou funkce definované na
né&jakém okoli bodu a. Nechf existuji f'(a) € R* a ¢'(a) € R*.

(a) Plati
(f £9)'(a) = f'(a) £ g'(a),

(b) Je-li alespon jedna z funkei f, g spojitda v bodé a, pak
(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),
(¢) Je-li funkce g spojitd v bodé a a navic g(a) # 0, pak

I\ Plaga) - Fla)g(a)
(9>W) 9(0)? ’

vzdy je-li vyraz na pravé strané definovan.

Véta 3 (O derivaci slozené funkce). Nechf f m4 derivaci v bodé yp € R, g mé derivaci
v bodé xg € R, yo = g(x0) a g je v bodé zy spojitd. Potom

(fo9) (z0) = f'(y0)g'(w0) = [ (9(0)) ¢' (x0),
je-li vyraz na pravé strané definovan.

Véta 4 (O derivaci inverzni funkce). Necht f je spojitd a ryze monoténni v intervalu
I a necht a je vnitinim bodem I. Ozna¢me b := f(a). Potom

(a) je-li f'(a) € R*\ {0}, pak (£71)" (b) = yriy3

(b) je-li f'(a) = 0a f jerostouci (respektive klesajici), pak (ffl)/ (b) = oo (respektive
(f71) (0) = —0).



Priklady
1. (a)

lim (V2n+a— V20 +0)3/(n+1)(3n +2)
n—oo

a,beR, a,b>0.

Reseni: Obvyklym zptsobem rozsfiime

2n+a—2n—>5

e (¥/(2n+a)2+ 3/(2n +b)2)¥2n+aV/2n +b Vin+ )@ +2)

ey s+ +i
:anoloaz_ 2/3
E A e e o
VOAL b V3
- (a_ )3 5 3 2 3 S
Y(2+02+ Y2+0)2+¢2+0¢2+0
V3
3V/4

= (a —b)

(b) Uréci a,b, aby

lim (Va3 — 2z —ax —b) =0

T—r0o0

ResSeni:

lim 23—z — (ax + b)3
v—=00 3/(x3 — 1)2 + (az + b)2 + (ax + b)V23 —x
23—z —adx3 + b3 + 3a%22%b + 3axb
V(23 — x)2 4 (ax + b)2 + (ax +b)Va3 —x

2

Dominantni ¢len ve jmenovateli je x
tedy nutno se ho zbavit: 1 —a® =0, tedy a = 1.
Nyni méame dominantni ¢len 2. Tedy po vytknut{ z2 jest
. —z — +b% + 3a222b + 3axd vOAL 3b
im 24L 07
z—00 3/(23 — )2 + (ax + b)2 + (ax + b) Va3 —x 3

Odtud plyne b = 0.

. sin(m(z — F)) T\ k
lim ———=%~ (a: — —) )
=T cos 2z 4
ke Z.
Reseni: Pouzijeme vétu o limité slozené funkee.
T
r)=x——
9(x) 1

, zatimco ve jmenovateli je to 3. Je



lim g(z) =0

us
=%

fly) =

sinmy 4,
cos 2y + %y ’

a lim,_,o f(y) zbyva do pocitat. Tedy

sinwy sin2ysin ™

im Siniyk = lim siny y* = lim
y—0 cos(2y + 7) y—0 cos 2y cos § — sin2ysin § y—=0 Ty 2y =2
-7, k=0
voar ) 0, E>0
- neexistuje, k < 0,liché
—00, k < 0,sudé

« 3 _1\n
lim (n*+1)° + a(-1)

n—oe  (y/n?2+1—mn)n?

a > 0.
ReSeni:

« 3 _1\n « 3 _1\n
lim (n*+1)° +a(-1) — fim (n®*+1)° +a(-1)

n—00 (, /m2 +1-— TL)TL2 n—00 n2

1 1 - 3 3 l+al-1)"
_nh—>rgo112n<m+l>n <1+TLO‘+’I’L20‘+TL30‘

(Vn?2+14n)

(e)
lim (v/In(n + 1) — VInn)n®

n—oo
aeR
Reseni:
In(n+1)—Inn

lim (v/In(n +1) — vVInn)n® = lim n
"—>°°( ( ) ) n—oo \/ln(n+1) —vVInn

. In(n + 1) n® 1

n—o00 % n \/m — \/m
Limita | X

il a2



konverguje k 1, neb

In(z + 1)
1
x

lim =1
n—oo

z véty o limité slozené funkce, a nasledné z Heineho.

Zbyva
na—l
lim
n—co \/In(n + 1) —VInn
Vime, ze
1 a
lim ——" =0,
n—oo n
pro a,b > 0.
Odtud pro o — 1 > 0 mame
li !
im =0
no—1 - no—1
Pro a — 1 = 0 mame
i 1
lim =0
n—co \/In(n+1) —VInn
A konecné pro a — 1 < 0 jest
a—1
lim z =0

n—co \/In(n+1) —VInn
. log(V1+a? —a%)
lim

z—0+ xr

Y

a € R.
Reseni:
Rovnou rozeberme parametr.
Pro a < 0 jde argument logaritmu k —oo, a tedy logaritmus neni definovan.
Pro a =0 jest
1

lim — =1
z—0+ %

a z véty o limité slozené funkce (P2) médme

lim log(v/1+ 22 —2%) =" 1og(0)” = —c0

r—0+



dohromady
. log(V1+4 22 — %)
lim = —00

z—0+ x

Zbyva o > 0O:

I log(vV1+ 22 —2*) V1422 —a*—1
im =
e—=0+ /1 + 22 — 22— 1 x®

| log(V1+ 22 —z%) < 14 z? >
im —
=0+ 1+ 22 — 2o —1 V1 + 22 4+ 1]

Mame z véty o lim. slozené funkce (P2)

. log(V1+ 22 —2%)
lim

=0+ V1422 —z2 -1

=1,

dale
. 1 1
lim ——— =

=0+ [VI+a2+1] 2
Vysledek bude zaviset na hodnoté

lim 2.
r—0+

Tedy, pro a > 0 a zaroven 2 — a > 0 vyjde puvodni limita —1 + 0, pro
2 —a = 0 vyjde puvodni limita —1 4 % a pro 2 — a < 0 vyjde puvodni limita
—1 + oc.

2. Spoctéte derivace nasledujicich funkei
(a)
r+ o+
Reseni: Pouzijeme aritmetiku derivaci (AD) a poucku: z™ = nz""!, tedy
3= AD 1 1.4, 1 1.4 11 1
=1 —12 —713 =1 R I
(z 4+ Vz + Vx) +5T g +2\/§+33;2
Nezapomeneme na podminky: = > 0 (kvuli druhé odmocniné a jmenovateli).
(b)
2 2

X

ResSeni: Totéz:

. 2 _ AD 2 _ 1. /0
Y2 SN (g3 9,12y AD 2 2/3-1 o Ly —1/2-1 _
(Vi) = (@ =202y 42 a0 (g

W N

Podminky: = > 0.



x
a2 — 22

Reseni: Budeme derivovat podil a navic slozenou funkci. Tak tedy:

T )/A_DIE'\/aQ—:U?—:r\/a?—x?/
B Va2 = 222

Nynf si zderivujeme slozenou funkci, vnéjsi funkce bude f(y) = /¥, a vnitini

7

a? — x2

g(z) = a® — 22, ktera je navic spojitd na celém R.
11
) =5
W=7
g(z) = -2z

nezapomeneme, Ze a je konstanta a jeji dce je tudiz nulova, celkem

1 1
, = ——_—— p—
Nyni se muzeme vratit k pivodnimu vyrazu:
/ / 1 1
x'\/aQ—xQ—x\/a2—$U2 B 1- a2—x2—xiﬁ(—2x) a2
2 Z— 22 (a? —z?%)3

Podminky: : a? — 22 > 0 (pod odmocninou a ve jmenovateli), tedy |a| > |z|.

L 2% —1
— n [
47 22 +1
Reseni: Slozena funkce, vnéjsi f(y) = Iny a vnitini g(z) = i;—;i, Spojitd
az na x = *1, takze:
1
fy)' =-
Yy

(z) 2z(2% + 1) — 2z(2? — 1)

€T =

tady jsme pouzili vétu o derivovéni podilu (mé podminky, které jsme oviem
poresili o dva Fadky vyse). Celekem:

St
4 na:2—|—1

1o (2 +1)? T @D

<1 a:2—1>’5_D1 1 2z(@?+1)—2z(z2—1) T

Podminky: x # +1, neb se vyskytuje ve jmenovateli s -1. Ale navic mame
jesté vyraz uvnitt logaritmu, ktery musi byt kladny. Tedy:



22 —1

N}
2 +1

coz davé podminku: |z| > 1.

e (22 — 2z + 2)
Reseni: Tady se sezndmime s e® a otestujeme aritmetiku derivaci. Tedy:
(e®(x? — 2z +2)) AD e (x? — 2x + 2) + (2% — 224+ 2) =
(22 —2x +2) +e%(2z — 2) = €% - 22
Véta pouzita, neb e” je spojité vsude.
P (1 —x)?

1+

Reseni: Dce podilu a zaroven sou¢inu:

(xp(l - x)q)/ AD [P~ (1 — 2)9 4+ 2Pq(1 — 2)(—2)](1 + 2) — 2P(1 — 2)7 - 1
1+ (1+2)?

Podminky: = # —1, pro piipad, kdy p < 0 nebo ¢ < 0 nutno jesté pfidat
podminky: x # 0, x # 1, coz ndm zaroven zaruci spojitost pro podminky
véty.

,CL'JZ

Reseni: Tady nutno nejprve rozepsat a az poté derivovat:

% = emlnm'

To je slozend funkce, tedy: f(y) =¢¥, f(y) =e¥ a g(x) = xlnz a g(x) =
l-lnz+x- % (derivace soucinu, x je spojité na celém R). Celkem mdame:

(e®In®) = efe(ln g 4 1) = 2%(Inz + 1)
Jelikoz se x vyskytuje v logaritmu, tak > 0. Jinak x i Inx jsou spojité a
jejich soucin je také spojity, mame podminky véty.
In(In?(In® ))

Reseni: Uloha na viceré uzit{ slozené funkce, zacneme od zacatku: f(y) =
Iny, f(y) = i, g(x) = In*(In® z), s jeji derivaci pockdme. Takze mame:

SD 1

(In(In?(In® z))) = m - (In?(In® z))’



vénujme se zbylé derivaci, vnéjsi funkce f(y) = y%, f(y)' = 2y a vnitini
g(x) = In(In® z). Celkem:

(In%(In® )’ 2 2In(In? z) - (In(In® z))".

Déle, vngjsi f(y) = lny, f(y) = i a vnitini g(x) = In®z, derivace se uvidi

za chvili. Ziskali jsme:

(In(ln® z)) = —— - (Inz)’

Pokracujeme, vnéjsi f(y) = 3, f(y)' = 3y? a vnitini g(z) = Inz, g(z) = 1,

X
celkem

(In®z) = 3In?x - =
x
Takze celé dohromady to je:
1 SD 1 SD

In(In2(In®2))) & ————  (In2(n’2)) L ———— - 2In(In2) - (In(n®z))’ =

(n(in i 0)))" 2 Ly - () 2L oy 2In(ina) - (i)

1 SD 1 1 5D
—  2Im(ln®z) ——— - (In%2)E ———— 2In(ln2) - —— -3In2z- (Inz) =
In?(In® ) n(ln”z) In® x (In” ) In?(In® ) n(ln”z) e S (lnz)

1 1
T -21n(1n3:c)~—3 o3ln2:5'f:—§
In*(In” x) In° z x  zln(ln’z)lnz

Véty jsme pouzivali bez pfedpokladu, je potfeba je doplnit. Polynomy i
logaritmy jsou spojité na svém defini¢nim oboru, takze ten musime urcit. 7Z
logaritmi méme
In?(In®z) > 0
|3 z] > 1
Inx >1

x > e.

sin(sin(sin z))

ResSeni: Toto je slozend funkce, oviem o pozndni hez¢i, nez ta minuld.
Takze uz bez detailu

(sin(sin(sin2))) 2 cos(sin(sinz)) - (sin(sinz)) Z

/

cos(sin(sinz)) - cos(sinx) - (sinx) D cos(sin(sinz)) - cos(sinx) - (cos x)

Jelikoz spojité je tady vsechno, kam se kdo podivé (skladdme spojité funkce),
tak podminky véty splnény.



sin? x

sin 22
Reseni: derivujeme podil a jesté dvé slozené funkce. Nejprve podil (vse je
spojité):

(sin2 :c), Ap (sin® )’ sin % — sin? z(sin 2?)’

sin 22 sin z2

a nyni se podivdme na ty slozené fce: prvni pifpad — sin? z, vnéjsi f(y) = y?,
f(y) =2y a vnitin{ g(z) = sinzx, g(x)’ = cosx, sinus je spojity, dohromady
(sin? z)’ L 9sing - cos .

2 2

druhy piipad — sinz?, vngjsi f(y) = siny, f(y)’ = cosy, vnitini g(z) = x=,
g(z)" = 2x. Polynomy jsou spojité, mame tedy dohromady

(sin 22)’ D cosa? - 2z

Dosadime zpét a méame:

2 z(sinz?)" sp

. / . . .
sin?z\" ap (sin?z)’sinz? — sin
sin 22 sin 22

2 2

2sin x cos x sin 22 — sin? x cos x22zx

sin z2

Podminky: ve jmenovateli nesmi byt nula, tedy 22 # k.

1
x

2tan

ResSeni: Nejprve prepiseme

2tan % _ etan %-an

a uvédomime si, ze In2 je Uplné obycejna konstanta ten zbytek je slozena
funkce. Médme vngjsf funkei f(y) = €Y, f(y) = €Y, vnitini g(z) = In2tan 2,
spojitost vytesime za chvili a mame:

/
1 !/ 1 1

(eta“ ;'1‘“2) = efan zIn2, <1n 2tan )
T

Nésobenim konstantou si nedélame hlavu. Opét slozend funkce, vnéjsi f(y) =

tan y, f(y) = COSIQy vnitini g(z) = %, g(x) = fm%, % je spojitd mimo nulu,
!/ — - ,
celkem (tan i) = Cosl2 T :721 takze mame:
1 / 1 1\’ 1 1 —1
(etan 5-1112) — etan zn2 tan — — 2tan z-1n2 - =
x cos? - T

Podminky: % # 0 a kvuli tangens % # 5+km, k € Z. Cestou jsme potiebovli

L coz jsme pravé poresili, neb jsme vyhodili nepékné a zlé

spojitost tan -,



body, které ndm spojitost kazi. Jinde je tangens (po urcitych intervalech !)
spojity, coz staci, protoze nam staci spojitost na okoli.

arcsin (sinx)

Reseni: Nejprve si uvédomime, ze arcsin (sinz) # x, protoze kdyz jsme si
povidali o arkussinus, tak jsme to popisovali jako: néco jako inverzi. Slova
"néco jako”, jsou tu dost dulezitd. Kdyztak si udélejte obrazek. Nyni k

derivaci.

. vavrs . . r 1 erv s e
Slozend funkce, vnéjsi f(y) = arcsin y, f(y) = Tie a vnitini g(z) = sinz,

y2

g(x) = cosz, sinus je spojity na celém R, tedy

1
arcsin (sinx zi-cosx:ﬂ:s n(coszx).
' g

V1 — sin? | cos x|

Tady se vratime k tvaze ze zacatku, kdyby se funkce rovnala identité (x),
tak by jeji derivace byla 1, ale ona neni. zavisi na znaménku kosinu.

Podminky: arkussinus je definovén jen na intervalu [—1;1], ¢ili v krajnich
bodech m4 jen jednostranné derivace, a na jejich okoli neni definovan (jen z
jedné strany), tedy nutno vyhodit body, kde sinz = +1, tedy = 542k, ke
k € Z. S touto podminkou koresponduje i podminka ze jmenovtele derivace

V1 —sin? z.

1 + 2
——arcctg —
V2 x

Reseni: Konstanta nas nezmate a ddme se do slozené funkce: vnéjsi f(y) =

arcctg y, f(y) = 1+;2 a vnitini g(z) = %, g9(z) = V23, g je spojitd mimo

0, takze:

V2

Podminky: uz jsme pofesili, takze jen rekapitulace: = # 0.

!
(1 \/§>SD1 1 5 -l -1

t —_— = —— _——
areete = V21+ % z2 2422

z(arcsin x)? 4+ 2/1 — z2arcsin © — 2z

ReSeni: Aritmetika derivact:

(z(arcsin z)?42v/1 — x2arcsin z—2z)’ AD (z(arcsin )?)'+(2v/1 — x2arcsin z)' —(2z)’

jednotlivé séitance poresime zvldst. Udéldme si pripravu pomoci slozené
funkce. Nejprve f(y) = y?, f(y) = 2y, vnitin{ g(z) = arcsin z, g(x)’ =

10



ﬁ, g je spojita na svém definiénim oboru, dohromady: ((arcsin x)?)’ 5D
1

2arcsin x - ik

Dale, vnejst f(y) = y, f(y) = %ﬁ vnitini g(x) = 1 — 22, je spojita na
. SD

celém R, g(z) = —2z, celkem (V1 — 22) = %\/1177 - (—2x).

Nyni jsme pfipraveni to celé dat dohromady. Takze

(z(arcsin z)?)" + (2v/1 — z2arcsin z) — (2z)’ AD

' (arcsin )% + z((arcsin )?) + 2(v/1 — x2)’arcsin 4+ 21/1 — 22(arcsin z)’ — 2 L

1 1
1- (arcsin x)? + 2zarcsin z - + 2— - (—2x)arcsin x
( ) 25— (-20)
1
4+24/1 —2—x — 2 =
1— 22
2z — 2x 9

arcsin z(arcsin x + ) = arcsin “z.

V1 — 22
Podminky: vyplyvaji z definice arkussinu, = € [—1; 1], krajni body vyjmeme,
jednak kvuli vyskytu x ve jmenovateli zlomkt a jednak proto, ze tam arkuss-
inus ma jen jednostranné dce.

cosh z —1In (ctghf)

sinh 2z 2
Reseni: Opét si piipravime slozené funkce pfedem. Nejprve vnéjsf f(y) =
v?, f(y)' = 2y a vnitini g(x) = sinh z, g(z)’ = cosh z, je spojité na célém
R, dohromady (sinh ?z)’ = 2sinh zcosh z.

!/

Dalsi slozenou fci je vngjsi f(y) = Iny, f(y) = i a vnitini g(x) = ctghz,

g(x) = ﬁ’ g je definovana a spojita na R bez 0. Dohromady mame
5D 1 -1
(In(ctghz)) = e - 5n %
Déle vngjsi f(y) = ctghy, f(y) = sinile a vnitini g(z) = §, g(z) = %,
polynom je spojity na celém R. Dohromady mame
! —1 1
(agh?) = 1L
2 sinh 5 2

Hura na celou funkci. Dle aritmetiky dci a dce slozené fce

cosh x z\\’
1 (t h—) -
(sinh 2p e 2 )

sinh 3z — cosh z - 2sinh xcosh x 1 1 -1
sinh %z ctghg 2 sinh 2%

Chybi ndm podminky, tedy: sinh = # 0, tedy = # 0. Navic kvili logaritmu
ctghg > 0, coz jest z > 0.

11



