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Teorie
Priklady

1. (a)
(b)

. <1 + x>(1—\/5)(1—x)
lim
=0\ 2+

Reseni: %, limita se ur¢i dosazenim.
(c)

lim
x—1

142 (1—/z)/(1-x)
24
Reseni:

Pouzijeme jednoduché upravy na exponent a dostaneme

= lim
x—1

lim
rx—1

<1 + x) (1-vz)/(1-=)

1+z (1-2)/[(1-z)(1+v/)]
24 x ( >

24 x

a nyni zkracenim a dosazenim dostaneme

21/2 2
(d)
14z (1-v/z)(1—-z)
lim ( )
z—+oo \ 24+ x
Reseni:

Pouzijeme klasicky trik prevedeni do exponentu za pouziti vzorce y = e™¥

(1=vaz)/(1-) _
= lim <1+x> = lim exp[ln(l_'_x)-l \/E} =

z—+oo \ 24 x—>+00 2+ 1—=2

Symbolem exp|y] minime totéz co e¥. Podle véty o limité slozené funkce
(varianta (S)) lze pfehodit pofadi exp a lim — to je velmi uziteénd vlastnost
(spojité) exponencidlni funkce.

1+ 1—yxz
= lim 1 :
eXpLJTooanrx 1—3;}



Limitu v zavorce je jednoduché spocitat vytknutim x v ¢itateli a jmenovateli
obou zlomku a vyjde, ze

=exp[Inl-0] =exp[0] =’ = 1.

. z+2 @?
lim
x—+oo \ 200 — 1

Reseni:
Upravujeme.

. T +2 IQ_I. (2 o]
o\ 2 — 1) TP M g ) T

Podle véty o limité slozené funkce lze prehodit poradi lim a exp.

2
—exp[lim ln<$+ >x2] =
T—00 20 — 1

Nyni zlomek konverguje k jedné poloviné a logaritmus jedné poloviny je
zéporné ¢islo. Proto se od jistého velkého x se bude logaritmus lisit od ln%
jen o velmi malo, zatfmco 22 poroste nade viechny meze.

1
= exp {1112 . —i—oo] =e > =0.

3

i 322 —x41\1°
lim [ ————
z—4o0 \ 222 +x + 1

Reseni:
Upravujeme.
23
. 32—z +1\1—= 322 -~z +1 z3
lim | ——— = lim exp |In . =
zo0 \ 222 +x + 1 T—00 202+ +1 1—=x
, 322 —z+1 z3 3 e
—exp[xh_{rololn<2x2+x+1)-l_x = exp ln§-—oo =e =0
(8)
T tg 2z
lim [tg (f —l—az)}
T3+ 8
Reseni:



Uvédomme si, ze zkoumadme jednostrannou limitu. Proto jde exponent do
—oo (to plyne z vlastnosti funkce tangens). Pokud si zdroven uvédomime,
ze tg %7’[‘ > tg 7 = 1 a ze logaritmus ¢isla vétstho nez jedna je kladny, je
skoro vSe hotovo.

xh\rlnz [tg (% + x)}tg “ = exp {xh\?i‘ In [tg (% + x)} -tg 23:} = exp {ln <tg 277> . —oo} =e

4

Reseni:

Stéle stejné.
. 22— 1\ =+t . 22 —1 r—1
lim = lim exp |In . =
T—00 [E2—|—1 T—r00 $2+1 x+1

. 2 -1\ z-1
:exp[hm ln<$2+1)-m+1] =exp[lnl-1]=¢"=1.

. 242 —1 1z
lim [ —————
a—r+oo \ 222 — 31 — 2
Klasicky trik s exponencielou dava

249z —1\V* 2492 -1\ 1 1
lim <m> = exp [lim In (x+x> . ] = exp [ln2 . O} =¥ =1.

z—o0 \ 222 — 31 — 2 500 202 —-3x—2) «x

Reseni:

1
lim (1 + 2?)sn?e

x—0

Reseni:

V té vhodné rozsitime.

2 12

_1 T . 1 |sin?z
= lim(1 +:C2)sin2x = lim(1 +x2)sin2z 2?2 = lim [(1 —l—a:z)r?] =

x—0 x—0 z—0

m""

Nyni pouzijeme triku exponencidly.

1 g2
=exp |lim ( In(1+2%)2% - -5 =
z—0 sin®




Protoze logaritmus je spojita funkce, je

. 2% . x?
=exp |In ill}%(l—l—x)z lim ———| =

Prvni limitu nyni spo¢teme substituci y = w—g, druhou zname.

1 2
o0+t ] -t 1 oot =

lim (1 + 22)°"® b

z—0
Reseni: Samotny exponencidlni trik p#ilis nepomuze. Poéitejme zhruba
podle naseho odvozeného schématu (nékteré kroky si usetiime).

6052
sin

. 2\cotg 2z _ 1 g\ st . 21f3i§‘2”_. 2 —1 s 20—
lim (1+2~) = lim (1+27)sn?e = lim (142°) sin?z = lim (142%)" - lim (14+2°)sn?e =
x—0 z—0 z—0 z—0

x—0

Prvni limitu spoé¢teme snadno dosazenim, vyjde (140)~! = 171 = 1. Zbyde
tedy pouze druhd limita. V té vhodné rozsifime.

22

2 3
sm- x

1 o L
= lim (1 + 2?)sin’z = lim (1 + 2?)si””z " 27 = lim [(1 —i—xz)a:?] =

x—0 x—0 z—0

Nyni pouzijeme triku exponencialy.

:exp[ rr(1)<1n(1—|—x2)z12- x; )] =

li :
T— s~ x

Protoze logaritmus je spojita funkce, je

. oL . z?
= exp [ln(ilg})(ljtx )w2>-hm —5 ] =

Prvni limitu nyni spo¢teme substituci y = 1—12, druhou zname.

1 2
) ] et ==

lim (1 + tg x)ﬁ =

z—0

Reseni:



feSfme pomoci chytrého rozsiteni exponentu a exponencialniho triku: vyuzivame

téz vétu o limité soucinu a spojitost logaritmu (tj. moznost prehozeni limity
a logaritmu).

tg x

1 S
= lim [(1 ttg x)@}
z—0

1 tg x
= exp [ln lim (1 +tg x)te 9@) - lim g ]
x—0 z—0 sIn x
Nyni prvni limita je po substituci y = tg x rovna e a druhd je zfejmé rovna
jedné, jak plyne z faktu 82 = _1

sinx ~ cosz”®

=expllne] =e' =e.

Pokud dame oba vysledky dohromady a vyuzijeme vétu o limité podilu,

plyne odtud
1
. 1 _|_ tg €T sin x e
Iim | ————— =-=1.
z—=0\1+sinz e

. (1+tgx)1/sinz
lim S u—
z—0 \ 1 +sinzx

Je zfejmé pomoci substituce y = sinz, ze

ResSeni:

< |

: o1 B
ili%(l—i-smm)m =lim(1+y)v =e.

y—0
(prlné Ize dikaz provést pocitanim jednostrannych limit a substituci z = %)
Problematicka je tedy pouze limita

1
lim (1 + tg x)sine =
z—0

Tu feSime pomoci chytrého rozsifeni exponentu a exponencidlniho triku:
vyuzivame téz vétu o limité soucinu a spojitost logaritmu (tj. moznost
prehozeni limity a logaritmu).

tg =

— hm [(1 _|_ tg ‘r)tg%:| sin x
z—0

1 tg x
= exp {ln lim (1 +tgx)te z) - lim g ]
x—0 z—0 sInx
Nyni prvni limita je po substituci y = tg x rovna e a druhd je ziejmé rovna
jedné, jak plyne z faktu 82 = _1

sinx ~ cosz”®

—expllne] =e! =e.
Pokud dame oba vysledky dohromady a vyuzijeme vétu o limité podilu,
plyne odtud

1

14+t sinz
lim (+gm> :le'

z—0\ 1+ sinz e



. 1 —
. sinz\ (=%
lim -
z—a \ Sina
Reseni:

Obdobnou metodou jako v minulém piikladeé.
1

1
. sinx \ z—a . sinag +sinx —sina \ z—a
lim | — = lim - =
Tr—a Sin a r—a Sin a

sinx—sina

. . 1 . . __sina T z—a sina
. sinxz —sina \ z—a . sinxz — sina \ sinz—sina
=lim(l14+ ——— = lim 1+ ——— =
r—a sin a T—a Sin a
sin a

. sinx — sina \ sinz—sina . sinz —sina 1

=exp |In|lm {14+ ——F—— - lim - — =
T—a sin a z—a r—a sina

Substituce y = W na prvni limitu. Pro druhou vyuzijte pfiklad VI.13.

(Jde vlastné o derivaci funkce sinus.

1 i — si 1
= exp [ln <lim (1 —|—y)i> - lim (sm:ﬁ sma) C = ] =
y—0 T—a Tr—a sl a

]. cos a
=exp |In(e) - cosa - — = esina = ¢
sina

cotg a

. . tg
lim (sinz)

=3

Reseni:
Obdobnou metodou jako v prikladu XXII.C.4. Rozsifeni je v tomto pripadé
velmi nendpadné.

|: 1 :| (sinz—1)tg =

lim (sinz)*® * = lim (1+(sinz—1))*® * = lim |(1 + (sinz — 1))sna—1

jus jus jus
(B—>2 1‘—>2 1‘—>2

Prechod pomoci exponencialniho triku k nasledujici rovnosti by pro vas méla
byt jiz rutinni zalezitost.

. . . sinz—1
=exp | lim (sinz — 1)tg x| =exp | lim ——— | =
Py T COSX

Nyni je mozné pouzit pro lepsi vhled t¥eba substituci y = x—m /2, pficemz se
snadno ukaze ze souctovych vzorcu, ze sin(y+7/2) = cosy a cos(y +m/2) =
—siny.

cosy — 1 locey 1

_ > 1
— lim —2——| = li Iyl = 2.0l =€e"=1.
exp Lm% —sing ] exp [ym% SIZy y] exp [1 e







