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Př́ıklady

1. (a)
lim

x→+∞

x [ln(x+ 1)− lnx]

Řešeńı: Užijeme pravidla, že rozd́ıl logaritmů je logaritmus pod́ılu a spoji-
tosti logaritmu.

lim
x→+∞

x[ln(x+ 1)− lnx] = lim
x→+∞

x ln
x+ 1

x
= lim

x→+∞

ln

(

1 +
1

x

)x

=

ln

[

lim
x→+∞

(

1 +
1

x

)x]

= ln[e] = 1.

(b)

lim
x→a

lnx− ln a

x− a
,

kde a > 0

Řešeńı:

Užijeme substituci y = x− a.

lim
x→a

lnx− ln a

x− a
= lim

x→a

ln x
a

x− a
= lim

y→0

ln y+a
a

y
=

lim
y→0

ln
(

1 +
y

a

)
1

y

= ln

[

lim
y→0

(

1 +
y

a

)
1

y

]

= ln[e1/a] =
1

a
.

(c)

lim
x→0

ax − 1

x
,

kde a > 0.

Řešeńı:

Substituujme y = x+ 1 a posléze y = ez. Pak máme

lim
y→1

ln y

y − 1
= 1 =⇒ lim

z→0

z

ez − 1
= 1 =⇒ lim

z→0

ez − 1

z
= 1.

T́ım jsme spoč́ıtali př́ıklad pro speciálńı př́ıpad, kdy a je rovno Eulerovu
č́ıslu e.

Nyńı spočteme limitu pro obecné a > 0. V závěru substituujeme y = x ln a.

lim
x→0

ax − 1

x
= lim

x→0

ex ln a − 1

x
= lim

x→0

ex ln a − 1

x ln a
· ln a = lim

y→0

ey − 1

y
· ln a = ln a.
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(d)

lim
x→+∞

ln(x2 − x+ 1)

ln(x10 + x+ 1)

Řešeńı:

Postupujeme vytknut́ım.

lim
x→+∞

ln(x2 − x+ 1)

ln(x10 + x+ 1)
= lim

x→+∞

lnx2(1− 1
x + 1

x2 )

lnx10(1 + 1
x9 + 1

x10 )
= lim

x→+∞

lnx2 + ln(1− 1
x + 1

x2 )

lnx10 + ln(1 + 1
x9 + 1

x10 )
=

Je načase využ́ıt daľśı hezké vlastnosti logaritmu, konkrétně jeho chováńı
v̊uči mocninám.

= lim
x→+∞

2 lnx+ ln(1− 1
x + 1

x2 )

10 lnx+ ln(1 + 1
x9 + 1

x10 )
=

A konečně posledńı vytknut́ı

= lim
x→+∞

2 + ln(1− 1
x + 1

x2 )/ lnx

10 + ln(1 + 1
x9 + 1

x10 )/ lnx
=

2 + 0

10 + 0
=

1

5
.

Jen pro pohodĺı řekněme, že výpočet limity využ́ıvá věty o algebře limit a
výpočet (s přihlédnut́ım ke spojitosti logaritmu)

lim
x→+∞

ln(1− 1
x + 1

x2 )

lnx
= lim

x→+∞

ln(1− 1
x + 1

x2 )

1
· lim
x→+∞

1

lnx
= ln(1−0+0)·0 = 0.

To, že lim
x→+∞

1
lnx = 0 netřeba zd̊uvodňovat.

(e)

lim
x→0

√
1 + x sinx− 1

ex2 − 1

Řešeńı:

Sledujte výpočet.

lim
x→0

√
1 + x sinx− 1

ex2 − 1
= lim

x→0

(
√
1 + x sinx− 1)/x2

(ex2 − 1)/x2
=

Po použit́ı věty o limitě pod́ılu (limita jmenovatele je rovna jedné) pokračujeme
rozš́ı̌reńım odmocniny.

= lim
x→0

√
1 + x sinx− 1

x2
= lim

x→0

1 + x sinx− 1

x2
· lim
x→0

1√
1 + x sinx+ 1

=

= lim
x→0

sinx

x
· lim
x→0

1√
1 + x sinx+ 1

= 1 · 1

1 + 1
=

1

2
.
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(f)

lim
x→+∞

ln(2 + e3x)

ln(3 + e2x)

Řešeńı:

Vytknut́ım, jako obvykle. Pak použijte větu o algebře limit a spojitost
logaritmu.

lim
x→+∞

ln(2 + e3x)

ln(3 + e2x)
= lim

x→+∞

ln e3x + ln( 2
e3x

+ 1)

ln e2x + ln( 3
e2x

+ 1)
=

= lim
x→+∞

3x+ ln( 2
e3x

+ 1)

2x+ ln( 3
e2x

+ 1)
= lim

x→+∞

3 + ln( 2
e3x

+ 1)/x

2 + ln( 3
e2x

+ 1)/x
=

3 + 0

2 + 0
=

3

2
.

(g)

lim
x→−∞

ln(1 + 3x)

ln(1 + 2x)

Řešeńı: Protože 3x → 0, pokud x → −∞, vede k ćıli nenápadné rozš́ı̌reńı.

lim
x→−∞

ln(1 + 3x)

ln(1 + 2x)
=

lim
x→−∞

ln(1+3x)
3x

lim
x→−∞

ln(1+2x)
2x

· lim
x→−∞

3x

2x
=

Substituce y = 3x a z = 2x dává ihned v kombinaci s faktem, že 3
2 > 1, a

tedy (32)
x klesá v minus nekonečnu k nule

=

lim
y→0

ln(1+y)
y

lim
z→0

ln(1+z)
z

· lim
x→−∞

(

3

2

)x

=
1

1
· 0 = 0.

(h)

lim
x→+∞

ln(1 +
√
x+ 3

√
x)

ln(1 + 3
√
x+ 4

√
x)

Řešeńı:

V čitateli vytkněte
√
x, dole 3

√
x (oba členy s nejvyšš́ı mocninou u x).

lim
x→+∞

ln(1 +
√
x+ 3

√
x)

ln(1 + 3
√
x+ 4

√
x)

= lim
x→+∞

ln
√
x+ ln(x−1/2 + 1 + x−1/6)

ln 3
√
x+ ln(x−1/3 + 1 + x−1/12)

=

= lim
x→+∞

1
2 lnx+ ln(x−1/2 + 1 + x−1/6)
1
3 lnx+ ln(x−1/3 + 1 + x−1/12)

=

lim
x→+∞

1
2 + ln(x−1/2 + 1 + x−1/6)/ lnx
1
3 + ln(x−1/3 + 1 + x−1/12)/ lnx

=
1
2 + 0
1
3 + 0

=
3

2
.
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(i)

lim
x→0

ln
nx+

√
1− n2x2

x+
√
1− x2

Řešeńı: lze rovnou dosadit.

lim
x→0

(

ln
nx+

√
1− n2x2

x+
√
1− x2

)

= ln
1

1
= ln 1 = 0.

(j)

lim
x→+∞

ln(1 + 3x)

ln(1 + 2x)

Řešeńı:

V čitateli i jmenovateli jsou dominantńımi členy exponenciály. Vytkneme je
tedy. Sledujte, co se bude d́ıt.

lim
x→+∞

ln(1 + 3x)

ln(1 + 2x)
= lim

x→+∞

ln 3x(3−x + 1)

ln 2x(2−x + 1)
= lim

x→+∞

ln 3x + ln(3−x + 1)

ln 2x + ln(2−x + 1)
=

= lim
x→+∞

x ln 3 + ln(3−x + 1)

x ln 2 + ln(2−x + 1)
= lim

x→+∞

ln 3 + ln(3−x + 1)/x

ln 2 + ln(2−x + 1)/x
=

Věta o limitě pod́ılu a o limitě součtu dává (s přihlédnut́ım k fatku, že
0/∞ = 0, hranaté závorky naznačuj́ı neoficiálńı část výpočtu; pokud ale
máte zavedenu algebru nekonečen, je vše v pořádku)

〈〈

=
ln 3 + ln(0 + 1)/(+∞)

2 + ln(0 + 1)/(+∞)

〉〉

=
ln 3

ln 2
.

(k)

lim
x→0

√
1 + x sinx− 1

ex2 − 1

Řešeńı:

Sledujte výpočet. Je jednička v čitateli na zmateńı?

lim
x→0

√
1 + x sinx− 1

ex2 − 1
= lim

x→0

√
x sinx/x2

(ex2 − 1)/x2
= lim

x→0

√
x sinx

x2
=

Protože x sinx je kladný výraz na okoĺı nuly, též tak x2, můžeme doplnit
absolutńı hodnoty.

= lim
x→0

|x sinx|1/2
x2

= lim
x→0

| sinx|1/2
|x|3/2 = lim

x→0

| sinx|1/2
|x|1/2 · lim

x→0

1

|x| = lim
x→0

√

sinx

x
· lim
x→0

1

|x| = 1·+∞ = +∞
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(l)

lim
x→a

ax − xa

x− a
,

kde a > 0

Řešeńı:

Postupujeme trikem vhodného rozš́ı̌reńı za pomoci limity z předchoźıho
př́ıkladu.

lim
x→a

ax − xa

x− a
= lim

x→a

ax − aa + aa − xa

x− a
= lim

x→a

ax − aa

x− a
− lim

x→a

xa − aa

x− a
=

Nyńı jde vlastně o poč́ıtáńı derivaćı funkćı ax a xa v bodě a.

= lim
x→a

aa
ax−a − 1

x− a
− lim

x→a
aa−1 (

x
a )

a − 1
x
a − 1

=

V prvńı limitě substituujeme y = x− a, ve druhé z = x/a.

= lim
y→0

aa
ay − 1

y
− lim

z→1
aa−1 z

a − 1

z − 1
= aa ln a− lim

z→1
aa−1 e

a ln z − 1

z − 1
=

Nyńı chytře rozš́ı̌ŕıme a užijeme substituci t = z−1 na posledńı zlomek. Viz
též př́ıklad XXI.B.1.

= aa ln a− lim
z→1

aa−1 e
a ln z − 1

a ln z
· lim
z→1

a ln z

z − 1
=

= aa ln a− aa−1 · 1 · a · lim
t→0

ln(t+ 1)

t
= aa ln a− aa · 1 = aa(ln a− 1).

(m)

lim
x→a

xx − aa

x− a
,

kde a > 0

Řešeńı:

Postupujeme trikem vhodného rozš́ı̌reńı.

lim
x→a

xx − aa

x− a
= lim

x→a

xx − xa + xa − aa

x− a
= lim

x→a

xx − xa

x− a
+ lim

x→a

xa − aa

x− a
=

Druhou limitu už známe a v́ıme, že je rovna aa (viz výpočet v minulém
př́ıkladu). Zbývá spoč́ıtat prvńı limitu.

= lim
x→a

xx − xa

x− a
+aa = lim

x→a

(

xa
xx−a − 1

x− a

)

+aa = lim
x→a

(

xa
e(x−a) lnx − 1

x− a

)

+aa =

= lim
x→a

(

xa lnx
e(x−a) lnx − 1

(x− a) lnx

)

+aa = lim
x→a

(xa lnx) · lim
x→a

e(x−a) lnx − 1

(x− a) lnx
+aa =
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Substituce y = (x− a) lnx na druhou limitu.

= aa ln a · lim
y→0

ey − 1

y
+ aa = aa ln a+ aa = aa(ln a+ 1).

2. (a)

lim
x→+∞

(

lnx+ 1

lnx

)lnx

Řešeńı:

substituce y = lnx (věta o limitě složené funkce, varianta s ryze monotónńı
(nekonstantńı) funkćı uvnitř).

lim
x→+∞

(

lnx+ 1

lnx

)lnx

= lim
y→+∞

(

y + 1

y

)y

= lim
y→+∞

(

1 +
1

y

)y

= e.

(b)

lim
x→+∞

(

1 +
c

x

)x

Řešeńı:

Pokud c > 0, tak substituujeme y = x/c a dostaneme

lim
x→+∞

(

1 +
c

x

)x
= lim

y→+∞

(

1 +
1

y

)yc

= lim
y→+∞

[(

1 +
1

y

)y]c

= ec,

nebot’ mocninná funkce xc je spojitá. Pokud c = 0, vše je triviálńı. Pokud
c < 0, potom použijeme substituce y = −x/c a dostaneme

lim
x→+∞

(

1 +
c

x

)x
= lim

y→+∞

(

1− 1

y

)

−yc

= lim
y→+∞

(

y − 1

y

)

−yc

= lim
y→+∞

(

y

y − 1

)yc

=

= lim
y→+∞

(

y − 1 + 1

y − 1

)yc

= lim
y→+∞

(

1 +
1

y − 1

)(y−1)c+c

=

= lim
y→+∞

[

(

1 +
1

y − 1

)y−1
]c

· lim
y→+∞

(

1 +
1

y − 1

)c

= ec · 1c = ec.

Limita prvńı plyne třeba substitućı z = y − 1.

(c)

lim
x→+∞

(

x2 + 1

x2 − 2

)x2

Řešeńı:
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Zde výhodně využijeme znalosti limity limx→∞(1+ 1
x)

x = e. Stač́ı upravovat

lim
x→∞

(

x2 + 1

x2 − 2

)x2

= lim
x→∞

(

x2 − 2 + 3

x2 − 2

)x2

= lim
x→∞

(

1 +
3

x2 − 2

)x2

=

= lim
x→∞

(

1 +
3

x2 − 2

)x2
−2

· lim
x→∞

(

1 +
3

x2 − 2

)2

= e3 · 12 = e3.

Ukažme si také, že trik s č́ıslem e zde selže, respektive vede na jinou obt́ıžnou
limitu.

lim
x→∞

(

x2 + 1

x2 − 2

)x2

= lim
x→∞

exp

[

ln

(

x2 + 1

x2 − 2

)

· x2
]

= exp[ln 1·+∞] = exp[0·+∞] =???

(d)

lim
x→+∞

(

x+ a

x− a

)x

Řešeńı:

Jednoduchou úpravou dostaneme

lim
x→∞

(

x+ a

x− a

)x

= lim
x→∞

(

x− a+ 2a

x− a

)x

= lim
x→∞

(

1 +
2a

x− a

)x

= e2a.

(e)
lim
x→0

x
√
1− 2x

Řešeńı:

Poč́ıtejme nejprve jednostrannou limitu x → 0+. Pak můžeme substituovat
y = 1

x , nebot’ pro x → 0+ je y → +∞. Pak užijeme př́ıklad XXII.B.1.

lim
x→0+

x
√
1− 2x = lim

x→0+
(1− 2x)1/x = lim

y→+∞

(

1− 2

y

)y

= e−2.

Stejně vyjde i limita pro x → 0−, nebot’

lim
x→0−

x
√
1− 2x = lim

x→0−
(1− 2x)1/x = lim

y→−∞

(

1− 2

y

)y

= e−2.

Z rovnosti jednostranných limit plyne, že existuje oboustranná a je jim rovna.
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