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Priiklady

1. (a)
lim z[ln(z+1) —Inz]
T—r+00
Reseni: Uzijeme pravidla, ze rozdil logaritmi je logaritmus podilu a spoji-
tosti logaritmu.

1 1\*
lim z[ln(z+1) —Inz] = lim mln%jL = lim In <1 + ) =
r——+00 r——+00 x Tr—-+00 x
1 X
In [ lim <1—i— ) ] =Infe] = 1.
r——+00 x
(b)
Inz —1Ina
lim —,
r—=a T —a
kde a >0
Resenti:

UZijeme substituci y = x — a.

Inz —1 In £ In 4t2
lim ————~ = lim —% = lim —% =
T—a T —a z=ax—a y—=0 oy
1 1
v v 1
lim In (1 + Q) Y=1n [lim (1 + y) y} = In[e!/?] = =
y—0 a y—0 a a
(c)
.oat—1
lim ,
z—0 x
kde a > 0.
Reseni:
Substituujme y = x + 1 a posléze y = e*. Pak méame
1 |
lim nyzl:lim :1:>1ime =1.
y—=1ly — 1 z—0 e — 1 z—0 z

Tim jsme spocitali piiklad pro specidlni piipad, kdy a je rovno Eulerovu
¢islu e.

Nyni spoc¢teme limitu pro obecné a > 0. V zavéru substituujeme y = xIna.

T _ 1 xlna_l aclna_l ¥y_1
lima :limeizlimei-lnazlime

-lna =1Ina.
=0 T z—0 x z—0 xlna y—0




. In(@?—z+1)
lim ——————=
Z—+00 ln(xlo +x+ 1)
Reseni:
Postupujeme vytknutim.

In(z? —z + 1) . Inaz?(1 -1+ %) , Inz? +In(1 -1+ %)
SrooIn(z10 + o+ 1) ae 10 1 1 T 10 1 1
rotoo In(zl0 2 4+1)  evtoo Inzl0(14 & + f5) oot Inzl0 +In(1+ 5 + J5)

Je nacase vyuzit dalsi hezké vlastnosti logaritmu, konkrétné jeho chovani
vi¢i mocnindm.

2lnz +In(l -1+ %)
= 1m =
e—to0 10Inz + In(1 + % + —f5)

A konec¢né posledni vytknuti

2+In(1—1+4+%)/lnz 240 1

lim = = _.
r=+0 10+ In(1 4+ %5 + —5)/Inz 10+0 5

Jen pro pohodli feknéme, Ze vypocet limity vyuzivd véty o algebie limit a
vypocet (s pfihlédnutim ke spojitosti logaritmu)

In(1-1+4% In(1-21+4% 1
i 0o ter) o MOt U a0ty 0=o.
T——+00 Inzx T—-+00 1 z—+oo Inx

To, ze lim ﬁ = 0 netfeba zduvodnovat.

T—+00
(e)
. V14 xsinxe —1
lim 3
z—0 er” —1
Reseni:

Sledujte vypocet.

. V1+zsine —1 i (V1+ zsinz —1)/2?
1m = l1m =
z—0 er® — 1 2—0 (ex® — 1) /a2

Po pouziti véty o limité podilu (limita jmenovatele je rovna jedné) pokracujeme
roz§ifenim odmocniny.

. V14 zsinze —1 . 14+ 2xsinz—1 . 1
= lim = lim - lim - =
0 2 0 2 =0 +/1 +xsinz +1
i 1 1 1
— Tim 222 . fim 1 -

z—=0 T x—>0\/1—|—xsinx+1: 1+1 2



. In(2+ %)
lim —————=
z—+o0 In(3 + €2%)
Reseni:
Vytknutim, jako obvykle. Pak pouzijte vétu o algebfe limit a spojitost

logaritmu.

] In(2 + €37) ) Ine3® + ln(eg% +1)
Iim —~% = lim 5
z—+oo In(3 + €2*)  2—+oo Ine?” + In(3: + 1)

3r+In(F+1)  34+Wn(Z+1)/z 3+0 3

lim 3 = lim 3 = = —.
=400 2x +1In(5z +1) 2o+ 241In( +1)/z 2+0 2

. In(1+43%)
lim ————=
z——oo In(1 + 27)

Reseni: Protoze 3* — 0, pokud x — —o0, vede k cili nendpadné rozsiteni.

In(14-3%)

(1 48) AW T g
lim = — . lim — =
T——00 ]n(l + 2m) Lim ln(1f2x) z——o00 2%
T——00 27

Substituce y = 3% a z = 2% davé ihned v kombinaci s faktem, ze % >1,a
tedy (2)® klesd v minus nekonetnu k nule

lim n0+v) z
Yy 1
v v (3> -1 0=0.

o lim In(1+z) 2500
z—0 z

fy O+ VE A+ Ya)
a—+oo In(1 + ¢z + V)

Reseni:
V citateli vytknéte \/x, dole /z (oba ¢leny s nejvyssi mocninou u x).

In(1+ x + /x) y Inyz+ (2 +14+27Y6)

I _ _
oo In(1+ ¥z + Vx) 2150 In Yz +In(x=1/3 + 1 4+ x~1/12)
tnz+In(z12 + 14 27Y6)
im . =
z—+00 %mx +In(z=1/3 + 1 + z—1/12)
s+ 2414275 /mz 1+0 3

lim = =,
zotoo L4 In(z=1/B+ 1427 Y12)/Ine 140 2




lim 1 nx +vV1—n?z2
im In
x—0 x+1/1_$2

ResSeni: lze rovnou dosadit.

. nr + 1 — n2z2
lim | In =In

—_

z—0

T+ V1 —22

. In(1+3%)
im ——————=
z—+oo In(1 + 27)
Reseni:
V citateli i jmenovateli jsou dominantnimi ¢leny exponencialy. Vytkneme je
tedy. Sledujte, co se bude dit.
In(1 + 3%) . In3*(37F+1) . In3"+In(37*+1)

stoo In(1 +27)  aioo In2%(2-7 4 1)  a—too In 27 + In(2-7 + 1)

zln3+1n(37* 4+ 1) . In34+ImB*+1)/z

rotbo 2In2 £ In(2-% + 1)  oteoln2 + In(2—2 + 1)/z

Véta o limité podilu a o limité souc¢tu davéa (s piihlédnutim k fatku, ze
0/cc = 0, hranaté zavorky naznacuji neoficidlni ¢ast vypoctu; pokud ale
mate zavedenu algebru nekonecen, je vse v poradku)

<<: h;g:hl:(lo(o:l)l%f;ooj) >> - 12%

. V14 xsinxe —1
lim

z—0 er? 1

Reseni:

Sledujte vypocet. Je jednicka v Citateli na zmateni?

. V14 zxsinz —1 . \/:csimfc/ar:2 Vvrsinz
m = B faditntiod el _

| = lim ——~ =
xlﬁo er? — 1 z—0 (erQ — 1)/1-2 xli% 2

Protoze zsinz je kladny vyraz na okoli nuly, téZ tak 22, mizeme doplnit
absolutni hodnoty.

. esinzY? . |sinz|Y2  |sinz[Y? 1 ) sinz 1
=lm———=Ilim—+— = 1lim ————-1lim =lim4/——-lim — = 1-4+00 = +c
T

z—0 x2 z—0 ’x‘3/2 z—0 |x‘1/2 'zaom_z—m r—0 ‘.Z"



. at—z
lim ————,
T—=a T —Q
kde a >0
Reseni:
Postupujeme trikem vhodného rozsifeni za pomoci limity z pfedchoziho
prikladu.

ooa® —2x° Coa®—a®+a% — 2 . a® —a” 2% —a®
lim ——— = lim =lim —— — lim — =
rT—=a T — Q@ T—a Tr—a T—=a T —Q T—=a T — @
Nyni jde vlastné o poc¢itani derivaci funkei a® a x® v bodé a.
T—a _ | (&)CL -1
= lim a*—— — lim aafliax =
z—a T —a r—a o= 1
V prvni limité substituujeme y = x — a, ve druhé z = x/a.
Inz
. a¥ —1 . 2% =1 . _etmE ]
= lim a® — lim a®! =alna — lima* ' —= =
y—0 Yy z—1 z—1 z—1 z—1

Nyni chytfe rozsifime a uzijeme substituci ¢ = z — 1 na posledni zlomek. Viz
téz priklad XXI.B.1.

etz 1 alnz

=a%lna— lima* " —— - lim =
2—1 alnz z—1 2 —1

In(t+1)

=a*lna—a*'-1-a-lim

=a’lna—a”-1=a%Ina—1).
t—0

x a

. ¥ —a
lim ———,
rx—a T — Q

kde a >0
Reseni:
Postupujeme trikem vhodného rozsiteni.

¥ —a® S ) e e R ) o x% —a”
lim —— = lim =lim — 4+ lim — =
r—=a T — Q T—ra Tr—a T—=a T — Q r—=a T — Q

Druhou limitu uz zndme a vime, ze je rovna a® (viz vypocet v minulém
prikladu). Zbyva spocitat prvni limitu.

T _ . r—a _q (x—a)lnx_]_
= lim u—l—a“ = lim <a:ax> +a® = lim (mae +a® =

rT—a T — a Tr—a Tr—a r—a r—aQa
e(x—a) Inz _ e(xfa) Inz _ |
=lim (2°Inz—— | +a® = lim(z°Ilnz) - lim —— +a% =
z—a (r—a)lnz z—a z—a (x—a)lnzx



Substituce y = (x — a) In x na druhou limitu.

e¥ —1
=a%lna- lim
y—0 Yy

. (hﬂm + 1>lnx
lim
T—+00 Inz

substituce y = Inx (véta o limité slozené funkce, varianta s ryze monoténni
(nekonstantni) funkei uvnitt).

1 \me 1\Y 1\Y
lim ( DT+ > = lim <y + ) = lim <1 + > =e.
T——+00 Inxz y—+o00 Y y—r+oo Y

lim (1+ f)gﬁ

T—>+00 xT

+a*=a"lma+a®* =a%(lna+1).

Reseni:

Resent:
Pokud ¢ > 0, tak substituujeme y = x/c a dostaneme

c\ T 1 yc 1 yqc
lim (1+5) = lim <1+> = lim KHH _ e
T—r+00 x Yy—r—+00 Y y——+o0 Y

nebot mocninnd funkce z¢ je spojitd. Pokud ¢ = 0, vSe je trividlni. Pokud
¢ < 0, potom pouzijeme substituce y = —z/c a dostaneme

—yc 1\ —ye
lim (1+5) = lim (1 - 1) = lim <y1> = lim (y
T—+00 €T y—+o00 Y y—+00 Y y—=Foo \y — 1
—1+1\% 1\ (=ete
= lim y— 41 = lim (1+— =
y——+o00 y—1 y——+o00 y—1

1\ " 1 \°
1+ —— - lim 1+ —— ] =e“-1¢=¢".
y—1 y—+oo y—1

Limita prvni plyne tieba substituci z =y — 1.

2 +1 v
lim ( 5 )
z—+oo \ 14 — 2

= lim
Yy—r—+00

Reseni:

-



Zde vyhodné vyuzijeme znalosti limity lim, (14 %)x = e. Staci upravovat

21\ 2224 3\Y 3\
lim = lim ( ——— = lim (1+ =
r=o0o \ 12 — 92 T—00 2 —92 T—00 2 —2

3 x2-2 3 2
— lim <1+ 2) . lim <1+ ) =312 = &3,

T—00 x? — T—00 2 —2

Ukazme si také, ze trik s ¢islem e zde selze, respektive vede na jinou obtiznou
limitu.

2 -2

. (m + a> v
lim
r—+o00 \ T —
Jednoduchou upravou dostaneme

lim <x—|—a> = lim <xa+a> = lim <1+ a4 ) = ¢%,

lim v1 — 2z
x—0

=00 \ 12 — 92 T—00

Reseni:

Reseni:
Pocitejme nejprve jednostrannou limitu z — 0+. Pak muzeme substituovat
Y= %, nebot pro x — 0+ je y — +o0o. Pak uzijeme pifklad XXII.B.1.

2 Yy
lim v/1—2z= lim (1—22)"% = lim <1 - > =2
r—0+ x—0+ Yy——+00 Yy
Stejné vyjde i limita pro x — 0—, nebot
2 Yy
lim v/1—2z= lim (1—22)"/% = lim <1 - > =2
r—0— r—0— Y——00 Yy

Z rovnosti jednostrannych limit plyne, ze existuje oboustranna a je jim rovna.

2 1 z? 2 1
lim (m + > = lim exp [ln <$ + > -x2] = exp[ln 1-+00] = exp[0-+o0] =777



