11. cviceni

Priklady

1. (a)
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Reseni: Otestujeme limitu

lim V3—1=lim ¥3— lim1=1—1=0.
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Je vidét, ze posloupnost je neklesajici, tedy z Leibnize fada konverguje,
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Reseni: Raabe:
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tedy tada diverguje.
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Reseni: Rada konverguje podle Leibnizova kritéria, nebot ﬁ LNy} Posloup—l

nost — je zjevné nerostouci.
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ResSeni: Raabe:

lim n = lim =
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tedy fada konverguje.
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Reseni: Rada nesplnuje nutnou podminku konvergence
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tedy tada diverguje.
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Reseni: Pro |z| < 1 konverguje absolutné podle limitniho podilového kritéria,
nebot’
\(—1)’L+2|1\Z|"+1 B
lim ——r = lim Tt 2| < 1.
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Pro |z| > 1 diverguje, nebot limita koeficientti bud neexistuje nebo nenf nulova.
Pro z = 1 fada konverguje podle Leibnizova kritéria (neabsolutné), nebot
posloupnost {%} je monoténni a konverguje k nule.

Pro z = —1 fada diverguje, nebot w =—1/natada ) —% je harmon-
ickd s minusem.
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Reseni: Pokud x = 0, fada konverguje absolutné (trividlni). Odhad (za-
pomenut{ ¢lenu 2%* ve jmenovateli)

k
\ < Jof?

1+ x2k

2

n+12n+2 1 M4 m+2n+2—2n%2—n I 3n+ 2
J— lm =

3

2

> 1



déva, ze pro |x| < 1 fada konverguje absolutné srovnanim s geometrickou fadou.

Pokud z = +1, fada konvergovat nemuze, nebot aj, = 5 JEZQI)C% = (i;)k 0.

Necht nyn{ |z| > 1. Potom odhad (zapomenuti jednicky ve jmenovateli)
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dava, ze rada konverguje absolutné srovnanim s geometrickou fadou.
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Reseni: Plati, ze (pro k > 4)
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Tento odhad dava absolutni konvergenci nasi fady pomoci srovnavaciho kritéria.
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Reseni:
Odhad
2k? + 3k + 4 12+3/k+4/k 1

2k3 ok 2 - k 2k
davéa, ze fada nemuze konvergovat absolutné podle srovndvaciho kritéria (nebot
harmonicka fada neni konvergentni). Je ale jednoduché ovérit, ze

2k + 3k +4 koo
2k3
Ukazeme, ze konvergence je od jistého ¢lenu monoténni. Tedy, ze

2k? + 3k + 4 S 20k+1)2+3(k+1)+4
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> 0.

ijravou dostaneme
2(2k% + 3k +4)(k +1)* > 2k3(2k* + 4k + 2+ 3k + 3 + 4)

2(2k? + 3k + 4)(k® + 3k* + 3k + 1) > 4k + 14K* + 18k%)
AKS + 18k* + 38k3 + 46k2 + 30k + 8 > 4k° + 14k* + 18K3
4k* + 20k 4+ 46k> + 30k +8 > 0

coz je samoziejmé pravdiva nerovnost pro libovolné k prirozené.
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Resent:
Pro |x| < 1 konverguje absolutné podle podilového kritéria, nebot

kD (kD)
L

x) = x| < 1.

Pokud |z| > 1, nekonverguje, nebot lim k*|z|* = +o00, a proto nenf mozné, aby
lim k*2% = 0.
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Reseni: Plati, ze k? je liché, prave kdyz k je liché. Proto
cos(k*m) = cos(km) = (—1)F.

Déle je

9 9
\/k+9—\/_=m2ﬁ.

Z téchto vypoctu je ziejmé, ze fada absolutné konvergovat nemuze (fada T
neni konvergentni), ale konverguje neabsolutné podle Leibnizova kritéria.

(1)
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Reseni:

Absolutni konvergence je vyloucena odhadem +(171),€ > 2k171' Ukazeme, ze
fada konverguje neabsolutné.

Leibnizovo kritérium lze pouzit pfimo, protoze nerovnosti
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jsou pravdivé.

3. Trocha teorie Dokazte, nebo najdéte protipiiklad.



(a)

Pokud Y7 | a, konverguje, potom konverguje i Y (asn—1 + aay).

Reseni: Nechf s, = > i, ai (Céstecny soucet prvni fady) a0, = Y, (agk—1+
agy) (Céstecny soucet druhé tady). Potom plati, Ze o, = $2,, a tedy posloup-
nost ¢astecnych souctu druhé rady tvori podposloupnost ¢astecnych souctu rady
prvni. A protoze libovolnd podposloupnost konvergentni posloupnosti konver-
guje (a to ke stejné limité), je tvrzeni pravdivé.

Pokud Y7 (a2n—1 + ag,) konverguje, potom konverguje i Y~ | ay,.

Reseni: Tvrzeni nenf pravdivé. Uvazte posloupnost a, = (—1)". Potom prvni
fada > a, md vlastné podobu —1+1—141— 1+ 1 a osciluje, kdezto druha
> (agn-1 + az,) mé podobu 0+04+ 0+ 0+ ... a je zjevné konvergentni.
Pokud lim,,_, a, = 0, potom fada Y a, konverguje.

Reseni: Tvrzen{ nen{ pravdivé. Rada ) < nenf konvergentni.
Pokud > a,, konverguje, potom a,.; < a, pro vSechna n > 1.

Pokud > a, konverguje, potom existuje ng € N takové, ze a,,1 < a, pro
vSechna n > nyg.

Reseni: Tvrzeni jsou zjevné nepravdivd, co tfeba fady se zapornymi c¢leny

> —#. Ale i pokud predpokladame, ze a,, > 0 pro kazdé prirozené n, presto
najdeme protipiiklad. Uvazte posloupnost
1 2
A2p = > A2n+1 = .

Potom je celkem ziejmé, ze ag,i1 > ag,. Pritom fada ) a, je konvergentni,
nebot ag, < asny1 < -5 a Fada tedy konverguje podle srovnévaciho kritéria.



