
11. cvičeńı

Př́ıklady

1. (a)

∞
∑

n=1

(−1)n(
n
√
3− 1)

Řešeńı: Otestujeme limitu

lim
n→∞

n
√
3− 1 = lim

n→∞
n
√
3− lim

n→∞
1 = 1− 1 = 0.

Je vidět, že posloupnost je neklesaj́ıćı, tedy z Leibnize řada konverguje,

(b)

∞
∑

n=1

4n(n!)2

(2n+ 1)!

Řešeńı: Raabe:

lim
n→∞

n

(

4n(n!)2(2n+ 3)!

4n+1(n+ 1)!2(2n+ 1)!
− 1

)

= lim
n→∞

n

(

1

4

(2n+ 3)(2n+ 2)

(n+ 1)2
− 1

)

=

lim
n→∞

n
4n2 + 10n+ 6− 4n2 − 8n− 4

4(n+ 1)2
= lim

n→∞

2n2 + 2n

4n2 + 8n+ 4
=

1

2
< 1,

tedy řada diverguje.

(c)
∞
∑

k=1

(−1)k
1

ln k

Řešeńı: Řada konverguje podle Leibnizova kritéria, nebot’ 1
ln k

k→∞−−−→ 0. Posloup-
nost 1

ln k
je zjevně nerostoućı.
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(d)

∞
∑

n=1

1 · 3 · · · (2n− 1)

2 · 4 · · · 2n
1

n

Řešeńı: Raabe:

lim
n→∞

n

(

n+ 1

n

2n+ 2

2n+ 1
− 1

)

= lim
n→∞

2n2 + 2n+ 2n+ 2− 2n2 − n

2n+ 1
= lim

n→∞

3n+ 2

2n+ 1
=

3

2
> 1

tedy řada konverguje.

(e)

∞
∑

n=1

(−1)n
2n2 + 3n+ 4

3n2 + 2

Řešeńı: Řada nesplňuje nutnou podmı́nku konvergence

lim
n→∞

2n2 + 3n+ 4

3n2 + 2
=

2

3
6= 0,

tedy řada diverguje.

2. (a)
∞
∑

n=1

(−1)n+1

n
zn

Řešeńı: Pro |z| < 1 konverguje absolutně podle limitńıho pod́ılového kritéria,
nebot’

lim

|(−1)n+2| |z|n+1

n+1

|(−1)n+1| |z|n
n

= lim
|z|
1

n

n+ 1
= |z| < 1.

Pro |z| > 1 diverguje, nebot’ limita koeficient̊u bud’ neexistuje nebo neńı nulová.
Pro z = 1 řada konverguje podle Leibnizova kritéria (neabsolutně), nebot’

posloupnost { 1
n
} je monotónńı a konverguje k nule.

Pro z = −1 řada diverguje, nebot’ (−1)n+1(−1)n

n
= −1/n a řada

∑− 1
n
je harmon-

ická s minusem.

(b)
∞
∑

k=1

xk

1 + x2k

Řešeńı: Pokud x = 0, řada konverguje absolutně (triviálńı). Odhad (za-
pomenut́ı členu x2k ve jmenovateli)

∣

∣

∣

∣

xk

1 + x2k

∣

∣

∣

∣

≤ |x|k
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dává, že pro |x| < 1 řada konverguje absolutně srovnáńım s geometrickou řadou.

Pokud x = ±1, řada konvergovat nemůže, nebot’ ak =
(±1)k

1+(±1)2k
= (±1)k

2
6→ 0.

Necht’ nyńı |x| > 1. Potom odhad (zapomenut́ı jedničky ve jmenovateli)
∣

∣

∣

∣

xk

1 + x2k

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

xk

x2k

∣

∣

∣

∣

=
1

|x|k

dává, že řada konverguje absolutně srovnáńım s geometrickou řadou.

(c)
∞
∑

k=1

(−1)k
2k2 + 3k + 4

2k4 + 3

Řešeńı: Plat́ı, že (pro k ≥ 4)
∣

∣

∣

∣

(−1)k
2k2 + 3k + 4

2k4 + 3

∣

∣

∣

∣

=
2k2 + 3k + 4

2k4 + 3
=

1

k2

2 + 3/k + 4/k2

2 + 3/k4
≤ 1

k2

2 + 1 + 1

2
=

2

k2
.

Tento odhad dává absolutńı konvergenci naš́ı řady pomoćı srovnávaćıho kritéria.

(d)
∞
∑

k=1

(−1)k
2k2 + 3k + 4

2k3

Řešeńı:

Odhad
2k2 + 3k + 4

2k3
=

1

k

2 + 3/k + 4/k

2
≥ 1

k

2

2
=

1

k

dává, že řada nemůže konvergovat absolutně podle srovnávaćıho kritéria (nebot’

harmonická řada neńı konvergentńı). Je ale jednoduché ověřit, že

2k2 + 3k + 4

2k3

k→∞−−−→ 0.

Ukážeme, že konvergence je od jistého členu monotónńı. Tedy, že

2k2 + 3k + 4

2k3
≥ 2(k + 1)2 + 3(k + 1) + 4

2(k + 1)3
.

Úpravou dostaneme

2(2k2 + 3k + 4)(k + 1)3 ≥ 2k3(2k2 + 4k + 2 + 3k + 3 + 4)

2(2k2 + 3k + 4)(k3 + 3k2 + 3k + 1) ≥ 4k5 + 14k4 + 18k3)

4k5 + 18k4 + 38k3 + 46k2 + 30k + 8 ≥ 4k5 + 14k4 + 18k3

4k4 + 20k3 + 46k2 + 30k + 8 ≥ 0

což je samozřejmě pravdivá nerovnost pro libovolné k přirozené.
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(e)
∞
∑

k=1

k4xk

Řešeńı:

Pro |x| < 1 konverguje absolutně podle pod́ılového kritéria, nebot’

lim
k→∞

(k + 1)4 · |x|k+1

k4 · |x|k = lim
k→∞

(k + 1)4

k4
· |x| = |x| < 1.

Pokud |x| ≥ 1, nekonverguje, nebot’ lim k4|x|k = +∞, a proto neńı možné, aby
lim k4xk = 0.

(f)
∞
∑

k=1

cos(k2π)
(√

k + 9−
√
k
)

Řešeńı: Plat́ı, že k2 je liché, právě když k je liché. Proto

cos(k2π) = cos(kπ) = (−1)k.

Dále je √
k + 9−

√
k =

9√
k + 9 +

√
k
≥ 9√

k
.

Z těchto výpočt̊u je zřejmé, že řada absolutně konvergovat nemůže (řada 9√
k

neńı konvergentńı), ale konverguje neabsolutně podle Leibnizova kritéria.

(g)
∞
∑

k=2

(−1)k

2k + (−1)k

Řešeńı:

Absolutńı konvergence je vyloučena odhadem 1
2k+(−1)k

≥ 1
2k−1

. Ukážeme, že
řada konverguje neabsolutně.

Leibnizovo kritérium lze použ́ıt př́ımo, protože nerovnosti

2k+1 ≤ 2(k+1)−1, 2k−1 ≤ 2(k+1)+1 =⇒ 1

2k + (−1)k
≥ 1

2(k + 1) + (−1)k+1

jsou pravdivé.

3. Trocha teorie Dokažte, nebo najděte protipř́ıklad.
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(a) Pokud
∑∞

n=1 an konverguje, potom konverguje i
∑∞

n=1(a2n−1 + a2n).

Řešeńı: Necht’ sn =
∑

n

k=1 ak (částečný součet prvńı řady) a σn =
∑

n

k=1(a2k−1+
a2k) (částečný součet druhé řady). Potom plat́ı, že σn = s2n, a tedy posloup-
nost částečných součt̊u druhé řady tvoř́ı podposloupnost částečných součt̊u řady
prvńı. A protože libovolná podposloupnost konvergentńı posloupnosti konver-
guje (a to ke stejné limitě), je tvrzeńı pravdivé.

(b) Pokud
∑∞

n=1(a2n−1 + a2n) konverguje, potom konverguje i
∑∞

n=1 an.

Řešeńı: Tvrzeńı neńı pravdivé. Uvažte posloupnost an = (−1)n. Potom prvńı
řada

∑

an má vlastně podobu −1 + 1− 1 + 1− 1 + 1 a osciluje, kdežto druhá
∑

(a2n−1 + a2n) má podobu 0 + 0 + 0 + 0 + . . . a je zjevně konvergentńı.

(c) Pokud limn→∞ an = 0, potom řada
∑

an konverguje.

Řešeńı: Tvrzeńı neńı pravdivé. Řada
∑

1
n
neńı konvergentńı.

(d) Pokud
∑

an konverguje, potom an+1 ≤ an pro všechna n ≥ 1.

(e) Pokud
∑

an konverguje, potom existuje n0 ∈ N takové, že an+1 ≤ an pro
všechna n ≥ n0.

Řešeńı: Tvrzeńı jsou zjevně nepravdivá, co třeba řady se zápornými členy
∑− 1

n2 . Ale i pokud předpokládáme, že an ≥ 0 pro každé přirozené n, přesto
najdeme protipř́ıklad. Uvažte posloupnost

a2n =
1

(2n)2
, a2n+1 =

2

(2n)2
.

Potom je celkem zřejmé, že a2n+1 ≥ a2n. Přitom řada
∑

an je konvergentńı,
nebot’ a2n ≤ a2n+1 ≤ 1

n2 a řada tedy konverguje podle srovnávaćıho kritéria.
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