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Priklady

1. Najdéte limsup a liminf posloupnosti

(a)

1

Reseni: Protoze posloupnost je konvergentni, plati, ze

limsup z,, = liminf z,, = limz,, = 1.

T, = (—1)"! <2 + 3)

n
Reseni: Posloupnost neni konvergentni. Je ale lehké ukéazat, ze ma jen dva

hromadné body, a to limity vybranych podposloupnosti z2, = (2 + %) a
Topt1 = —(2+ %) Proto

lim sup x,, = 2, liminf x,, = —2.

(1", 1+ (D
n 2

Ty —

Reseni: Je lehké ukézat, ze posloupnost mé jen dva hromadné body, a to
limity vybranych podposloupnosti xo, = % +1axoyt1 = % Proto

limsup x, =1, liminf z, = 0.
nm
Ty, =1+ 1 cos o>

Reseni: Protoze cos 5t nabyva popotadé hodnot 0,—1,0,1, jsou nenulové

pouze sudé ¢leny posloupnosti. Ty jsou rovny

P 4
"0, a=14 2
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Liché ¢leny posloupnosti jsou nulové. Hromadné body posloupnosti jsou
tedy nula a dva, proto

lim sup z,, = 2, liminf z, = 0.



2.

n(n—1)

Tp=1+2(=1)"" £3.(-1)

Reseni: Clen n(n — 1)/2 je sudy pro n = 4k a n = 4k + 1, naopak pro
n =4k + 2 an = 4k + 3 je lichy. Posloupnost z,, tedy tvoii ¢tyii konstantni
podposloupnosti:

Tap = 14243 =6, Tan+1 = 1-243 =2, Ton+2 = 1+2-3 =0, Ton+3 = 1-2—-3 = —4.

7 toho plyne, ze limsup z,, = supx, = 6 a liminf z,, = inf z,, = —4.

xn = (=1)"n

Reseni: Podposloupnosti x2, = 2n a x9,+1 = —2n — 1 rostou do +o0o, resp.
klesaji do —oco. Tim je vSe jasné a je

lim sup x,, = sup z,, = +00, liminf z,, = inf x,, = —o0.

Tn = —n[2 4+ (=1)"]

Reseni: Posloupnost je konvergentni, protoze —n[2 + (—1)"] < —n — —oc.
Proto
lim sup z,, = liminf x,, = inf z,, = —o0.

poctéte limitu rekurentné zadané posloupnosti

(a) 371:\/5) Tn =2+ Tp-1

ResSeni: Pro n-ty ¢len mame vzorec

xnz\/2+\/2+...+\@.

n odmocnin

Posloupnost z,, je zfejmé ostie rostouci, nebotf nerovnost z, 1 > z, se
lehce ovéfi (napf. umocnénim). Dokazeme, ze z, < 2 pro libovolné n;
umocnovanim na druhou totiz postupné dostavame

xn§2<:>\/2+\/2+...+\/§§2(:>2+\/2+\/2+...+\/§§4<:>

n odmocnin n — 1 odmocnin

@\/2+\/2+...+\/§§2<:>...@\/§§2.

n — 1 odmocnin




Protoze posloupnost je monotéonni a omezend, konverguje, tj. ma vlastni
limitu L. Tuto limitu lze nyni navic snadno spoé¢itat, nebot

limzy, =limv2 + 2z,

L=vV2+L
L=2.

1 1
xg > 0, xn+1:§ xn—i—x— .
n

Dokazte, ze lim z, = 1.

n— o0
ResSeni: Ukédzeme, ze posloupnost je omezend a monoténni, tedy konver-
gentni. Oznacime-li potom jeji limitu L, potom musi platit

1 1
limx,+1 = lim = (xn + )
2 T

1 1
L=lm-(L+ —
1m2< —i—L)

odkud plyne, zZe

1 1 1
L=1lim-(L+= L=-s1%>=1.
m2<+L)® L

Ziejmé tedy limitou, pokud je posloupnost konvergentni, muze byt pouze
¢islo —1 nebo +1. Protoze xg > 0, jsou v8echny ¢leny posloupnosti nezaporné
(diky rekurentnimu vzorci), a tedy minus jedni¢ka nepfichazi v dvahu.

Zbyva dokazat konvergenci, tj. monotonii a omezenost. Podle nerovnosti
mezi aritmetickym a geometrickym prumérem (AG-nerovnost) vyplyvé, ze

pro libovolné a > 0 je
1 1 1
“la+—-) =4/a-—=1,
2 a a

a tedy plati, ze libovolny ¢len posloupnosti s vyjimkou zq je vétsi nez 1.

1 1 1/1—22
n n

Odtud plyne, ze posloupnost je klesajici (pficemz ostie, pokud 0 < xg #
1, nebot v AG-nerovnosti nastdva rovnost pouze tehdy, déla-li se prumeér
stejnych ¢isel). Z toho, ze posloupnost je od druhého ¢lenu klesajici plyne,
7e je omezend, nebot plati, Ze

0 <z, < max{zg,z1}.



()

Necht 0 < a < 1. Vypoctéte limitu posloupnosti definované rekurentné

vztahy
1

x1 =0, Tnt1 ::z:n+§(a—:c,21).
Reseni: Pokud a = 0, pak je posloupnost identicky nulové a vse je jasné.
Necht tedy a # 0 a necht 0 < z,, < y/a. Tato nerovnost jisté plati pro .
Pak z, = v/a — ¢, kde € < y/a a protoze plati, ze /a < 1, je také € > \/ae,
a proto

1

Ens1 = Va—et s (a—(Va—e)?) = Va—et s (2eva—e?) = va+(Vas—e)—e* < Va—e? < Va.

2 2

Pfitom evidentné x,.1 > 0, protoze pro x, < y/a je piirustek %(a — 22)

kladné ¢fslo. Indukel jsme tak dokézali, ze pokud z, < y/a, potom také
Tpa1 < \/&

Tim jsme indukci dokazali, Ze posloupnost je omezena a ze pro kazdé n
prirozené plati, ze 0 < x,, < y/a. Z toho plyne, Ze posloupnost z;, je rostouct,

protoze

1
Tyl — Ty = i(a - azi) > 0.

Z toho plyne, zZe posloupnost je konvergentni a existuje vlastni limita lim x,, =
L. 7 toho plyne, ze musi platit

: . 1 2 1 2 2

limx,1 = hm(xn—I—i(a—xn)) & L= L—i—§(a—L ) LP=as L ==+

Protoze ale vSechny ¢leny posloupnosti jsou kladné, pripadd v tvahu pouze
L = \/a. Snadno se ovérd, ze vysledek plati i pro specidln{ pripad a = 0.

1 3n
lim (1 + >
n—o0 n
Resenti:

1 3n 1 n\ 3
lim (l—l—) = lim <<1+> >
n—00 n n—00 n
1



(d)

(e)

Reseni:

2n
1\" 1\2 1\
lim <1+> — lim <1+> :\/lim <1+> _ e

U druhého rovnitka jsme pouzili vétu o mocniné a limité. U posledni rovnosti
jsme uzili limitu vybrané posloupnosti, neb posloupnost as, musi mit stejnou
limitu jako a,, coz zname a vime, ze jde k e.

Reseni:

. n—1\" . n+1-—2\" . 2 "
lim =lm|—] = 1lim (1-—

. 9 n+1
lim <1 -2 >n+1_1 voar Mn—oc (1 B nTl)

lim,, e <1 - ﬂ%)

Posledni rovnost upravime podobné jako piiklad predchozi a vyjde e2.

1 n
lim (1 — )
n—oo n
Resenti:

lim <1—1> — lim ("_1> = lim ( n >
n—00 n n—00 n n—oo \n — 1

1 n—1\ ! 1 1\ —!
= lim <<1+ ) ) - lim <<1+ ) )
n— o0 n—1 n—o0 n—1

voar 1
(&

Uvahy o vétach viz vyse.

Reseni:
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7 Véty o limité vybrané posloupnosti mame, ze
tedy lze nalézt n tak, ze

Zaroven zjevné

1\"
1<<1+2)
n

n-t4 odmocnina tuto nerovnost nepokazi (promyslete) a tak muzeme odhadovat

n—o0 n—oo

. 1\
1= lim V1< lim <1+2> lim < /10 = 1,
n—oo n

takze z Véty o dvou policajtech mame

1\"™
lim { (1 + 2> =1.
n—o00 n



