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1. (a) lim
n→+∞

2n

Řešeńı: Odhadneme n ≤ 2n, a tedy z Věty o limitě a uspořádáńı

lim
n→∞

2n ≥ lim
n→∞

n = ∞.

(b) lim
n→+∞

(

1

2

)n

Řešeńı: Dokážeme z definice, že limita je rovna 0.

Zvolme ε > 0. Hledáme n0 tak, aby pro ∀n bylo

∣

∣

∣

∣

1

2n

∣

∣

∣

∣

=
1

2n
< ε.

Zvolme

n0 =

[

log2
1

ε

]

.

Předpoklad je pak zjevně splněn.

(c) lim
n→+∞

(

−1

2

)n

Řešeńı: Z věty o dvou policajtech

−
(

1

2

)n

≤
(

−1

2

)n

≤
(

1

2

)n

0 ≤ lim
n→+∞

(

1

2

)n

≤ 0

.

(d) lim
n→+∞

(−2)n

Řešeńı: Ukážeme, že limita neexistuje. Najdeme vybrané posloupnosti s
odlǐsnými limitami. Pro sudé členy máme

a2n = 22n → ∞

a pro liché
a2n+1 = −22n+1 → −∞,

tedy limita neexistuje (věta o limitě vybrané posloupnosti).
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2. (a)

lim
n→∞

(−2)n + 3n

(−2)n+1 + 3n+1

Řešeńı: Vhodným vytknut́ım plyne

lim
(−2)n + 3n

(−2)n+1 + 3n+1
= lim

3n

3n+1
· lim

(

−2
3

)n
+ 1

(

−2
3

)n+1
+ 1

=
1

3
· 0 + 1

0 + 1
=

1

3
.

(b)

lim
n→+∞

1n + 2n + 3n + 4n + 5n

5, 0001n

Řešeńı: Mohli bychom postupovat vytknut́ım, ale zde to jde jednoduššeji.
Limitu roztrhneme pomoćı věty o aritmetice limit na pět kus̊u.

lim
n→+∞

1n + 2n + 3n + 4n + 5n

5, 0001n
= lim

n→+∞

(

1

5, 0001

)n

+

(

2

5, 0001

)n

+

+

(

3

5, 0001

)n

+

(

4

5, 0001

)n

+

(

5

5, 0001

)n

= 0 + 0 + 0 + 0 + 0 = 0,

nebot’ v každé závorce je koeficient ostře menš́ı než jedna.

(c)

lim
n→∞

3n + n5 + (n+ 1)!

n(n6 + n!)

Řešeńı: Nejrychleji ze člen̊u ve zlomku roste faktoriál. Proto

lim
n→+∞

3n + n5 + (n+ 1)!

n(n6 + n!)
= lim

n→+∞

(n+ 1)!

n(n!)

3n

n! +
n5

n! + 1
n6

n! + 1
= lim

n→+∞

n+ 1

n

3n

n! +
n5

n! + 1
n6

n! + 1

= 1 · 0 + 0 + 1

0 + 1
= 1.

(d)

lim
n→∞

n
√

n2 + 2n + 3n

Řešeńı: Použijeme třet́ı větu a budeme zjǐst’ovat limn→∞

an+1

an
, tedy:

lim
n→∞

(n+ 1)2 + 2n+1 + 3n+1

n2 + 2n + 3n
= lim

n→∞

3n+1

3n+1

(n+1)2

3n+1 + (23)
n+1 + 1

n2

3n+1 + 1
3(

2
3

n
) + 1

3

=
0 + 0 + 1

0 + 1
3 · 0 + 1

3

= 3

(e)
lim
n→∞

n
√
an + bn + cn,

kde a, b, c > 0
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Řešeńı: Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že a ≥ b ≥ c. Potom
plat́ı, že

lim
n→+∞

n
√
an + bn + cn = lim

n→+∞

a · n
√

1 + (b/a)n + (c/a)n = a

podle věty o dvou policajtech, nebot’ n
√
1 ≤ n

√

1 + (b/a)n + (c/a)n ≤ n
√
3.

(f)

lim
n→∞

(

n
√
an + bn

n
√
a2n + b2n

)

pro a > b > 0

Řešeńı: Vytkněme an v čitateli a a2n ve jmenovateli. Je
n
√
a2n = a2, a tedy

lim
n→∞

(

n
√
an + bn

n
√
a2n + b2n

)

= lim
n→∞

a

a2

(

n
√

1 + (b/a)n

n
√

1 + (b/a)2n

)

=
1

a
,

nebot’ 0 < b/a < 1, a tud́ıž je n

√

1+(b/a)n

1+(b/a)2n
≤ n

√

1+1
1 = n

√
2, a tedy limita

členu v závorce je podle věty o dvou policajtech rovna jedné.

(g)

lim
n→∞

n

√

((n+ 2)2 − (n+ 1)2)n+1

((n+ 1)3 − n3 − 3n2)n−1

Řešeńı: Uprav́ıme:

lim
n→∞

n

√

((n+ 2)2 − (n+ 1)2)n+1

((n+ 1)3 − n3 − 3n2)n−1
= lim

n→∞

n

√

(n2 + 4n+ 4− (n2 + 2n+ 1))n+1

(n3 + 3n2 + 3n+ 3− n3 − 3n2)n−1
=

= lim
n→∞

n

√

(2n+ 3)n+1

(3n+ 3)n−1
= lim

n→∞

n

√

2n+1nn+1(1 + 3/2n)n+1

3n−1nn−1(1 + 1/n)n−1
=

= lim
n→∞

n

√

2n+1

3n−1
· n

√

nn+1

nn−1
· n

√

(1 + 3/2n)n+1

(1 + 1/n)n−1
=

= lim
n→∞

n

√

6 · 2n
3n

· n
√
n2 · n

√

(1 + 3/2n)n+1

(1 + 1/n)n−1
=

= lim
n→∞

n
√
6· 2

3
· n
√
n2 · n

√

(1 + 3/2n)(1 + 1/n)· 1 + 3/2n

1 + 1/n
= 1· 2

3
·1·1· 1 + 0

1 + 0
=

2

3
.

Plat́ı totiž pro každé a > 0, k přirozené :

lim n
√
a = 1, lim n

√
n = 1 =⇒ lim

n
√
nk = 1

a také, že
1 ≤ n

√

(1 + 3/2n)(1 + 1/n) ≤ n
√
4

a krajńı limity jdou k jedné, tud́ıž podle věty o dvou policajtech také limita
prostředńı.
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1. (a)

lim
n→∞

n!

nn

Řešeńı:

lim
n→∞

n!

nn
= lim

n→∞

n

n

n− 1

n

n− 2

n
· · · 2

n

1

n
≤ lim

n→∞

1 · 1 · 1 · · · 1 · 1
n
= 0.

Jedničky jsou posloupnost omezená, 1/n je posloupnost mizej́ıćı, takže dle
věty pro mizej́ıćı a omezenou posloupnost a dle věty o dvou policajtech (vše
je větš́ı než 0) máme, že limita = 0.

(b) pro a > 1 je

lim
n→+∞

an

n!
= 0.

Řešeńı: Použije se limitńı verze pod́ılového testu. Plat́ı totiž

lim
n→+∞

an+1

(n+1)!
an

n!

= lim
n→+∞

an+1

an
n!

(n+ 1)!
= lim

n→+∞

a

n+ 1
= 0 < 1.

(c) Pro β > 0 a a > 1 dokažte, že

lim
n→+∞

nβ

an
= 0.

Řešeńı: Označme an = nβ

an . Stač́ı použ́ıt limitńı verzi pod́ılového testu.
Plat́ı totiž, že

lim
n→+∞

an+1

an
= lim

n→+∞

(n+1)β

an+1

nβ

an

= lim
n→+∞

(n+ 1)β

nβ
· an

an+1
=

1

a
· lim
n→+∞

(

n+ 1

n

)β

=
1

a
< 1.

Dodejme, že lim(n+1
n )β = 1β = 1 plyne z věty o mocnině limity posloupnosti.

2. (a)
lim

n→+∞

n
√
a = 1

(b)
lim

n→+∞

n
√
n = 1

(c)
lim

n→+∞

n
√
na = 1

(d)
lim

n→+∞

n
√
n! = +∞

Začneme od konce.
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(d) Kĺıčem je odhad n! ≥ nn/2 (pro n sudé). Dá se snadno dokázat indukćı
nebo třeba následuj́ıćı úvahou: 1 ·n ≥ n, 2 ·(n−1) = 2n−2 ≥ n (pro n ≥ 2),
3 · (n− 2) = 3n− 3 ≥ n (pro n ≥ 3

2 , bohatě tedy pro n ≥ 2) atd.

Z toho vyplývá, že pro libovolné n je n! ≥ nn/2 (pro n sudé) nebo n! ≥ n
n−1

2

(pro n liché).

Z toho vyplývá, že pro n ≥ 2 je

n
√
n! ≥ n

n−1

2
·
1

n = n
1

2
−

1

2n ≥ n
1

2
−

1

4 = n1/4 = 4
√
n → +∞.

Tvrzeńı o limitě je nyńı zřejmé.

(c) Plyne ihned z (b) pomoćı věty o mocnině limity posloupnosti, nebot’

lim
n→+∞

n
√
na = lim

n→+∞

(

n
√
n
)a

=

(

lim
n→+∞

n
√
n

)a

= 1a = 1.

(a) Stač́ı dokázat tvrzeńı pro a > 1, nebot’ pro a = 1 je zřejmé a pro
0 < a < 1 je 1/a > 1 a vše vyplyne poč́ıtáńım pomoćı věty o limitě pod́ılu:

lim
n→+∞

n
√
a = lim

n→+∞

n

√

1

1/a
= lim

n→+∞

1
n
√

1/a
=

1

lim
n→+∞

n
√

1/a
=

1

1
= 1.

Pro a > 1 si ukážeme dvě řešeńı:

1) Posloupnost je zřejmě klesaj́ıćı a zdola omezená, nebot’ n
√
a > 1 pro

libovolné n ∈ N, muśı tedy být konvergentńı. Existuje tedy lim n
√
a = L.

Zároveň muśı existovat a být ji rovna limita vybrané podposloupnosti
lim 2n

√
a = L. Na druhou stranu ovšem muśı platit

L = lim
n→+∞

2n
√
a = lim

n→+∞

a1/2n = lim
n→+∞

(a1/n)1/2 =

(

lim
n→+∞

a1/n
)1/2

= L1/2 =
√
L.

Muśı tedy být rovno
√
L = L, což je možné jedině tehdy, jestliže L = 1

nebo L = 0. Protože n
√
a > 1 pro každé n, nepřicháźı nula v úvahu (viz

počátek bodu 2).

2) Klasické řešeńı poskytuje tzv. Bernoulliova nerovnost, která ř́ıká, že pro
každé x ≥ −1 (dokonce x ≥ −2) plat́ı, že

(1 + x)n ≥ 1 + nx pro každé n přirozené.

Tato nerovnost se jednoduše dokáže matematickou indukćı. Potom lze
využ́ıt odhad pro a > 1

a = ( n
√
a)n = (1 + ( n

√
a− 1))n ≥ 1 + n( n

√
a− 1),

5



z čehož ihned vyplývá, že

0 ≤ n
√
a− 1 ≤ a− 1

n

n→+∞−−−−−→ 0.

Zbytek zař́ıd́ı věta o dvou policajtech.

(b) Všechny postupy ukázané v části (a) lze použ́ıt i zde, ale je potřeba být
při jejich použit́ı jemněǰśı.

1) Pro postup 1) neńı tak docela jasné, že posloupnost n
√
n je klesaj́ıćı, to

se muśı dokázat a neńı to v̊ubec jednoduché, pokud nechcete zkoumat
pr̊uběh funkce x1/x, k čemuž muśıte umět (dobře) derivovat.

2) Bernoulliovu nerovnost lze použ́ıt též, ale nejde to tak př́ımočaře jako v
př́ıpadě (a). Dı́ky ńı plat́ı odhad pro n sudé

√
n = ( n

√
n)n/2 = (1+( n

√
n−1))n/2 ≥ 1+

n

2
(( n
√
n)−1) ≥ 1+

n− 1

2
(( n
√
n)−1)

Pro n liché lze postupovat podobně, pouze dva kroky budou přehozené
a využije se monotonie funkce xn:

√
n = ( n

√
n)n/2 = (1 + ( n

√
n− 1))n/2 ≥ (1 + ( n

√
n− 1))(n−1)/2

≥ 1 +
n− 1

2
(( n
√
n)− 1).

Z obou odhad̊u plyne, že pro libovolné n plat́ı

0 ≤ ( n
√
n− 1) ≤

√
n− 1

n
→ 0.

Proto plat́ı podle věty o dvou policajtech

lim( n
√
n− 1) = 0 =⇒ lim n

√
n = 1.
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