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1. (a) lirf 2"
n——+0oo
Reseni: Odhadneme n < 27, a tedy z Véty o limité a uspofdddni

lim 2" > lim n = oco.
n—oo n—o0

o (3)

Reseni: Dokazeme z definice, ze limita je rovna 0.

Zvolme ¢ > 0. Hleddme ng tak, aby pro Vn bylo

Zvolme
= |lo *1
n .
0 g2

Predpoklad je pak zjevné splnén.

Reseni: Z véty o dvou policajtech
\" —-1\" \"
(= < | —= <[z
1 n
0< lim () <0
n—+oo \ 2

(d) lim (-2)"

n—-+00
ResSeni: Ukdzeme, ze limita neexistuje. Najdeme vybrané posloupnosti s
odlisnymi limitami. Pro sudé ¢leny méame

asn = 22" = 0o

a pro liché

ao2p+1 = _22n+1 — —0Q,

tedy limita neexistuje (véta o limité vybrané posloupnosti).



lim (=2)" + 3"
n—o00 (_2)n+1 + 3n+l

Reseni: Vhodnym vytknutim plyne
= lim —— - lim

(_2)n+1 + 3n+1 3n+l (_T

lim

(=2)" + 3" i ()" +1 1 041 1
2" 3 041 3

. 1™ + 2™ 4 3™ + 4™ 4+ 5"
lim
n——+00 5,0001™

Reseni: Mohli bychom postupovat vytknutim, ale zde to jde jednodusseji.
Limitu roztrhneme pomoci véty o aritmetice limit na pét kusu.

17 427 4 3% 44" 4 57 ) 1 " 2 "
= lim + +
n—+00 95,0001 n—+oco \ 5, 0001 95,0001

lim
3 \" 4 \" 5 \"
+<amm> +<amm> +<amm> =0+0+0+0+0=0,

nebot v kazdé zavorce je koeficient ostie mensi nez jedna.

. 3"+ nS 4 (n+1)!
lim
n—oo  n(nb+nl)

Reseni: Nejrychleji ze élent ve zlomku roste faktorigl. Proto

3"+n’+ (n+ 1)

m+m%+§+y_r n4+ 13+ 41

li = 1 . ' =
n-r oo n(nb + nl) n—oo n(n!) %? +1 n—too  m ?T? +1
04+0+1
_ . 20
0+1

lim vn2 -+ 2"+ 3n

n—oo

S - ’ v -~ s - oo . a
ReSeni: PouZijeme tiet{ vétu a budeme zjistovat lim,, o Z—“, tedy:
n

2
gy (REDZF2 43 gt G () 41 04041
nt00 nZ 4 2n 30 T nbee3ntl md L 1o2m 1 g1l gyl
3n+1+3(3)+3 3 3
lim Va™ + b™ + ¢,
n—oo
kde a,b,c > 0



Reseni: Bez ijmy na obecnosti muzeme piredpokladat, ze a > b > ¢. Potom
plati, ze

lim Va?+b"+ " = ET a- /14 (b/a)" + (c/a)" = a

n—+400

podle véty o dvou policajtech, nebot /1 < {/1+ (b/a)" + (c/a)™ < /3.

i (ST
n—0o00 ,”/a2n + an

proa >b>0
Reseni: Vytknéme a” v itateli a a®™ ve jmenovateli. Je Va2" = a?, a tedy

i, () = (S

Ya2n 4 p2n )  nooca \ R/14 (bja)?n ) a
nebot 0 < b/a < 1, a tudiz je {/ fj(bb//;)zn < 7 1+1 = {/2, a tedy limita

¢lenu v zavorce je podle véty o dvou policajtech rovna jedné.

n—oo

o) (n+2)% = (n+1)%)"*!
((n+1)3 —n3 — 3n2)n-1

Reseni: Upravime:

) ((n+2)2 = (n+41)2)nt! . (n?2+4n+4— (n?2+2n+1))ntl
lim ¢ = lim ¢ —
n—oo \| (n+1)3 —n3—3n2)""1  nooo \| (n3+3n2+3n+3 —n3—3n2)n-!

_ 2n+1 nn—i—l 1—}—3/271)”‘“
—n1_>IIolo \/ \/nnl +1/nn1

(2n—|—3 o o201+ 3/2n)n L
n—>oo gn—1pn— 1 1+1/n)n 1

Cf6 (4 3/amn

= lim {/—— - Vn?  {/—-F—"—

n—oo 3n (14+1/n)n-1
, 2, 14+3/2n 2 140 2
= lim V62 Vn2 Y/ +3/2n) (1 + 1/n)— 2 1.2 0T
Jim 63 Yn- /(1 +3/2n)(1+1/n) 1+1/n 377 1+0 3

Plati totiz pro kazdé a > 0, k pfirozené :
lim /a =1, lim ¥n =1 = lim Vnk =

a také, ze

1< ¥/(1+3/2n)(1+1/n) < V4
a krajni limity jdou k jedné, tudiz podle véty o dvou policajtech také limita
prostiedni.



.oonl
lim —
n—oo N
Reseni:
n! nn—1n—2 21 1
lim — = lim — 22 <lim1-1-1---1-—=0.
n—oo N n—oon n n nn n—00 n

Jednicky jsou posloupnost omezend, 1/n je posloupnost mizejici, takze dle
véty pro mizejici a omezenou posloupnost a dle véty o dvou policajtech (vse
je vétsi nez 0) mame, ze limita = 0.

(b) proa >1je

an

lim — =0.
n—+oo n!

Reseni: Pouzije se limitn{ verze podilového testu. Plati totiz

antl n+1 |
u a n!
lim (n:nl)' = lim ——— = lim =0<1.
n—+oo S n—+oo " (n + 1)! n—+ocon + 1
(c) Pro >0 aa>1 dokazte, ze
B
n
lim — =0
n—+oo ™
Reseni: Oznacme a, = Z—f Staci pouzit limitni verzi podilového testu.
Plati totiz, ze
8
lim 2= Jim e _ o (FD7 @ Lo (Y1
nohoo @  nodoo n0 T nSdee pf antl T g Yoo\ n Ca

Dodejme, ze lim(”TH)ﬂ = 18 = 1 plyne z véty o mocniné limity posloupnosti.

lim Ya=1

n—-4o00

lim /n=1

n—-+o0o

lim Vne=1

n—-+00

lim Vn!= +00

n—-+4o0o

Zacneme od konce.



(d) Klicem je odhad n! > n™?2 (pro n sudé). D4 se snadno dokézat indukei
nebo tieba nésledujici ivahou: 1-n >n,2-(n—1) =2n—2 > n (pron > 2),
3:-(n—2)=3n—32>n (pron > 3, bohaté tedy pro n > 2) atd.

Z toho vyplyva, Ze pro libovolné n je n! > n™/? (pro n sudé) nebo n! > n"z
(pro n liché).

7 toho vyplyva, ze pron > 2 je

vn! > nT R =nim > n2=1 =npl/4 = vn — 4o00.
Tvrzeni o limité je nyni ziejmé.
(c) Plyne ihned z (b) pomoci véty o mocniné limity posloupnosti, nebot

lim /n®= lim (%)“:( lim %) =1%=1.

n—-+o0o n—-+00 n—-+o00

(a) Sta¢i dokdzat tvrzeni pro a > 1, nebot pro a = 1 je ziejmé a pro
0 <a<1ljel/a>1a vse vyplyne pocitanim pomoci véty o limité podilu:

1 1 1 1
1. Y pr— 1‘ n —_— 1‘ pr— = — = ]_‘
n—1>I—&I-loo \/6 n—1>I-"I-lOO 1/(1 n—1>I"'I‘100 3 l/a lim ¥/ 1/CL 1

n—-+00

Pro a > 1 si ukdzeme dvé reSent:

1) Posloupnost je zfejmé klesajici a zdola omezené, nebof {/a > 1 pro
libovolné n € N, musi tedy byt konvergentni. Existuje tedy lim {/a = L.
Zaroven musi existovat a byt ji rovna limita vybrané podposloupnosti
lim %/a = L. Na druhou stranu ov§em musi platit

1/2
L= lim Xa= lim «/?"= lim (al/”)1/2:< lim a””)

n—-+o0o n—-+0o0o n—-+0o00 n—-+o0o

=LY? =L

Musf tedy byt rovno L = L, coz je mozné jediné tehdy, jestlize L = 1
nebo L = 0. Protoze {/a > 1 pro kazdé n, nepiichdzi nula v tivahu (viz
pocétek bodu 2).

2) Klasické feseni poskytuje tzv. Bernoulliova nerovnost, kterd ik, ze pro
kazdé x > —1 (dokonce x > —2) plati, ze

(I+2z)">14nz pro kazdé n prirozené.

Tato nerovnost se jednoduse dokaze matematickou indukci. Potom lze
vyuzit odhad pro a > 1

a=(Va)" =1+ (Ya—-1))">1+n(a-1),



z ¢ehoz ihned vyplyva, ze

a—1 nostoo
—_—

0< Va—-1< 0.

Zbytek zaridi véta o dvou policajtech.
(b) Vsechny postupy ukdzané v ¢asti (a) lze pouzit i zde, ale je potieba byt
pri jejich pouziti jemnéjsi.
1) Pro postup 1) neni tak docela jasné, ze posloupnost /n je klesajici, to
se musi dokazat a nenf to vubec jednoduché, pokud nechcete zkoumat
pritbéh funkce z'/*, k ¢emuz musite umét (dobfe) derivovat.

2) Bernoulliovu nerovnost lze pouzit téz, ale nejde to tak pfimocare jako v
pripadé (a). Diky ni plati odhad pro n sudé

n—1

V= (/n)"72 = (V=1 2 145 (Vn)=1) = 1+ (V) —1)

Pro n liché 1ze postupovat podobné, pouze dva kroky budou ptrehozené
a vyuzije se monotonie funkce x™:

V= (/) = (14 (Vn - 1) > 1+ (Y/n - 1) 072
() - ).

> 14

Z obou odhadt plyne, ze pro libovolné n plati

-1
\/ﬁ — 0.
n

0<(¥n—1)<
Proto plati podle véty o dvou policajtech

lim(Y/n—1) =0 = lim {/n = 1.



