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Teorie

Věta 1. Necht’ {an} je posloupnost s kladnými členy, splňuj́ıćı podmı́nku

lim
n→∞

an+1

an
= A.

Pak také
lim
n→∞

n
√
an = A.

Nebude-li tvrzeńı dokázáno na přednášce, muśıte jej být schopni dokázat sami.

Věta 2. Necht’ {an} je reálná posloupnost, jej́ıž všechny členy jsou kladné. Necht’

dále plat́ı, že

lim
n→+∞

an+1

an
< 1.

Potom plat́ı, že
lim

n→+∞

an = 0.

Důkaz nepř́ımo vyplyne v kapitole o řadách.

Věta 3. Pokud q je racionálńı č́ıslo a limn→∞ an > 0 (a je vlastńı), potom

lim
n→∞

aqn = ( lim
n→∞

an)
q.

Pokud q je kladné racionálńı č́ıslo, limn→∞ an = 0 a an ≥ 0, potom

lim
n→∞

aqn = 0.

Definice 4. Necht’ {an}n∈N je posloupnost reálných č́ısel. Řekneme, že posloupnost
{bk}k∈N je vybraná z posloupnosti {an}n∈N neboli, že posloupnost {bk}k∈N je pod-

posloupnost posloupnosti {an}n∈N, jestliže existuje rostoućı posloupnost přirozených
č́ısel {nk} taková, že bk = ank

pro všechna k ∈ N.

Věta 5 (O limitě vybrané posloupnosti). Necht’ {an}n∈N je posloupnost reálných č́ısel a
necht’ limn→∞ an = A. Necht’ posloupnost {bk}k∈N je vybraná z posloupnosti {an}n∈N.
Pak limk→∞ bk = A.

Věta 6 (O limitě a uspořádáńı). Necht’ {an}n∈N a {bn}n∈N jsou dvě posloupnosti
reálných č́ısel a necht’ limn→∞ an = A ∈ R a limn→∞ bn = B ∈ R.

(a) Jestliže A < B, potom

∃ n0 ∈ N ∀ n ≥ n0 : an < bn.
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(b) Jestliže
∃ n0 ∈ N ∀ n ≥ n0 : an ≥ bn,

pak A ≥ B.

Věta 7 (O dvou policajtech). Necht’ {an}n∈N, {bn}n∈N a {cn}n∈N jsou tři posloupnosti
reálných č́ısel, splňuj́ıćı

(i) ∃ n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : an ≤ cn ≤ bn,

(ii) limn→∞ an = lim bn = A ∈ R.

Pak
lim cn = A.

Fakta

1. (a)

lim
n→+∞

n!

nn
= 0

(b) pro a > 1 je

lim
n→+∞

an

n!
= 0.

(c) Pro β > 0 a a > 1

lim
n→+∞

nβ

an
= 0.

(d) Pro α > 0 (tj. libovolně velké) a pro β > 0 (tj. libovolně malé)

lim
n→+∞

lnα n

nβ
= 0.

2. Necht’ a > 0.

(a) lim
n→+∞

n
√
a = 1

(b) lim
n→+∞

n
√
n = 1

(c) lim
n→+∞

n
√
na = 1

(d) lim
n→+∞

n
√
n! = +∞

Př́ıklady

1. Spočtěte limitu

(a) lim
n→+∞

2n

(b) lim
n→+∞

(

1

2

)n

(c) lim
n→+∞

(

−1

2

)n

(d) lim
n→+∞

(−2)n
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2. (a)

lim
n→∞

(−2)n + 3n

(−2)n+1 + 3n+1

(b)

lim
n→+∞

1n + 2n + 3n + 4n + 5n

5, 0001n

(c)

lim
n→∞

3n + n5 + (n+ 1)!

n(n6 + n!)

(d)

lim
n→∞

n
√

n2 + 2n + 3n

(e) a, b, c > 0
lim
n→∞

n
√
an + bn + cn

(f)

lim
n→∞

(

n
√
an + bn

n
√
a2n + b2n

)

pro a > b > 0

(g)

lim
n→∞

n

√

((n+ 2)2 − (n+ 1)2)n+1

((n+ 1)3 − n3 − 3n2)n−1

3. Dokažte fakta (1)(a-c) a (2)(a-d)
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