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Piiklady

1. (a) Najdéte suprema a infima nésledujicich mnozin v R:
N inf =1 supneexistuje

(0;2] inf=0 sup=2
(0;1)NQ inf=0 sup=1
{r € Z;xz > -6} inf=—2 supneexistuje
{(=1)"v/n;n € N} inf neexistuje sup neexistuje
{arctan z;x € R} inf=—7/2 sup =m7/2
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nlg]go sm(nz)
Reseni: Najdeme vybrané podposloupnosti s riznymi limitami. Kupiikladu
pro n délitelnd 8 ziskdme sin(27) = 0, zatimco pro n, kterd maji po déleni
8 zbytek 2 ziskdme sin(1/27) = 1. Takze mdme 2 ruzné podposloupnosti
s ruznymi, dosti vzddlenymi limitami. Staci pouzit Vétu o limité vybrané
posloupnosti. Jiny zptsob je pouzit Bolzano—Cauchyho podminku: zvolime
€ < 1 a najdeme protiptikladova ng pomoci ivahy vyse.

lim Vn+1—n
n—oo

Reseni: Jednak kdyz se podivéme na tlohu, muzeme zkusit odhadnout
limitu. Odmocnina zmensuje rozdily, takze muzeme doufat, ze rozdil se
bude zmengovat a limita ptjde k nule. A ted formalné - rozsiiime vhodnym
zlomkem tak, abychom se zbavili odmocnin:
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Uvédomime si, ze jsme pouzili Vétu o aritmetice limit.



lim (=1)"v/n(vn+1—+v/n)

n—oo

Reseni: Nejprve se soustiedime na sudé ¢leny a zlomek rozsitime:

/2 A/ m2 2 2
lim (v/n?+n—vn?)- WANTNE gy, TR
n— o0 1/77/2_|_n_'_,/n2 n%oo,/nZ_i_n_’_,/nQ
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lim n =
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Pro liché ¢leny spoc¢itame limitu uplné stejné, vyjde ndm —1/2. Cili limita
neexistuje.

lim /n3+1—vn2+1
n—oo
Budeme pracovat se zlomkem:

lim /(n3+1)2 — ¢/(n2+1)3

n—oo

Ten rozsitime, aby ndm zmizela Sestd odmocnina. Méla by vyjit 0.

1
lim 3 <1 — ) +2(=1)"
n—oo n
Reseni: Rozdélime opét na sudé a liché Eleny:

1
lim 3(1+-)+2=3+2=5
n

n—o0

, 1

lim 3(1+—-)—2=3-2=1
n—o0 n

Cili opét méme dvé razné limity, ale jedna posloupnost nemtze mit 2 limity.
Tedy limita neexistuje.

lim V2 +7—Vn?2+1

N

Reseni: Rozsiifme jmenovatel tak, abychom podle vztahu (A — B)(A? +
AB+ B?) = A3 — B3 odstranili odmocninu ve jmenovateli. Rozfifme ¢itatel
tak, abychom podle vztahu (A — B)(A? + AB + B?) = A3 — B3 odstranili
odmocninu v ¢itateli. Vzniklé odmocniny se jiz nebudou odecitat.
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/(0462 + Vn2Vn? +6+ Y(n?)?
Y2+ 62+ Vn2Yn? +6+ Y(n2)?

o 6 /(24 6)2 4+ Vn2V/n% + 6 + ¥/ (n2)2 W b S
= lim —- - 1.~
=06 3/(n2+7)2+ Vn2 +19/n2+ 7+ ¢/(n2 +1)2 1+1+1

(Uvedomte si, ze Citatel i jmenovatel maji nejvétsi mocninu n*/3, maji ti

séftance a ve viech je u koeficientu n*/? jednicka. Anebo poctivé vytknéte
n?/3 v citateli i jmenovateli a proved'te limity — dostanete tii jednicky v
¢itateli 1 jmenovateli.)

2n? 4 2n 4+ nsin2n
im
n—oo 1 cos 3n + (2n + sin4n)?

ResSeni: Goniometrické funkce jsou omezené, a tedy nezajimavé. Nejvice
rostouci ¢len je v ¢itateli i jmenovateli n?, vytkneme jej tedy:

2n2 + 2n + nsin 2n . n? 2+42/n+ (sin2n)/n
im - im — .
n—+oo n.cos 3n + (2n 4 sindn)?  n—+oo n? (cos3n)/n + (2 + (sindn)/n)?
1 24040 1

1 0+22 — 2

Limity typu 2 C%kOIiV, cos Czk(’liv konverguji k nule podle véty ” omezena posloup-
nost krat nula”.

3. Pro jaké posloupnosti (a,) existuje lim (—1)"a, ?
n—-+00

Reseni: Pokud je a, > 0, pak limita existuje, pravé kdyz lima,, = 0.

Jestlize lim a,, = 0, potom lim(—1)"a, = 0 podle véty o limité sou¢inu omezené
posloupnosti a posloupnosti jdouci k nule (jednoduchy dusledek véty o dvou poli-
cajtech).

Jestlize lima,, # 0, pak existuje ¢ > 0 tak, Zze pro vSechna n > ng, kde ng je
néjaké prirozené ¢islo, je a,, > €. Potom ale |a,, — a+1| > 2¢ a nenf tedy splnéna
Bolzano-Cauchyova podminka pro konvergenci posloupnosti.

2. Pokud a,, sttidd znaménka, pak rozlisime dva ptipady.

a) lima, = 0. Potom lim(—1)"a,, = 0 ze stejného duvodu jako vyse.

b) lima, # 0. Pak existuje € > 0 tak, ze pro vSechna n > ng, kde ng je néjaké
ptirozené c¢islo, je |an| > e. Protoze limitou nemuze byt podle piedpokladu
nula, pak, mé-li posloupnost (—1)"a, limitu mit, musi od néjakého indexu n;
(predpokladejme bez Gjmy na obecnosti, ze n1 > ng) prestat stiidat znaménka. Z
toho plyne, ze od indexu n; lze psit a, = (—1)"by, kde posloupnost b,, od indexu
n1 je stéle kladnd nebo zdporna. Potom lim(—1)"a,, existuje pravé tehdy, pokud
existuje lim b,, (z podobného davodu jako v 1. ¢ésti prikladu).



