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Teorie

Definice 1. • Ř́ıkáme, že množiny A,B maj́ı stejnou mohutnost, jestliže existuje
bijekce A na B, ṕı̌seme A ≈ B;

• Ř́ıkáme, že množina A má mohutnost menš́ı nebo rovnou mohutnosti množiny

B, jestliže existuje prosté zobrazeńı A do B. Ṕı̌seme A � B; relaci
”
�“ ř́ıkáme

subvalence.

Definice 2. Řekneme, že množina X je nekonečná, jestliže má stejnou mohutnost
jako nějaká jej́ı vlastńı podmnožina. V opačném př́ıpadě ř́ıkáme, že X je konečná.
Řekneme, že množina X je spočetná, jestliže je konečná nebo má stejnou mohutnost
jako N. Nekonečná množina, která neńı spočetná, se zove nespočetná.

Poznámka 3. Pro počet prvk̊u konečné množiny X použ́ıváme často značeńı |X|. Dvě
konečné množiny X, Y maj́ı stejnou mohutnost právě tehdy, když |X| = |Y |.

Věta 4 (Cantor–Bernstein). Necht’ A,B jsou množiny takové, že A má mohutnost
menš́ı nebo rovnu než B a B má mohutnost menš́ı nebo rovnu než A. Pak maj́ı stejnou
mohutnost.

Věta 5 (Cantor). Necht’ X je množina. Pak neexistuje zobrazeńı ϕ : X → expX,
které je

”
na“.

Věta 6. Je-li f : A → B zobrazeńı spočetné množiny A na nekonečnou množinu B, je
i B spočetná.
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Př́ıklady

1. Dokažte matematickou indukćı:

(a)
∑

n

k=0 k = n(n+1)
2

(b) 12 + 22 + · · ·n2 = n(n+1)(2n+1)
6

(c) 13 + 23 + · · ·n3 = (1 + 2 + · · ·+ n)2

(d) 1 · 2 + 2 · 3 + · · ·+ n(n+ 1) = 1
3n(n+ 1)(n+ 2)

2. Ukažte, že počet všech podmnožin množiny {1, . . . , n} je 2n.

3. Bud’ X konečná množina, |X| = n ∈ N. Označme pro k ∈ N ∪ {0}, k ≤ n,

(

X

k

)

= {A ⊆ X; |A| = k} .

Potom plat́ı
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4. (a) Je-li A neprázdná množina, je A konečná právě tehdy, když existuje n ∈ N

tak, že A má stejnou mohutnost jako {1, . . . , n}.

(b) Množiny N a N × N jsou spočetné. Jakákoli nekonečná podmnožina N je
také spočetná.

(c) Množina racionálńıch č́ısel Q je spočetná.

(d) Množiny R, expN jsou nespočetné. Nav́ıc maj́ı tyto množiny stejnou mo-
hutnost.

5. Necht’ množiny An, n ∈ N, jsou spočetné. Pak
⋃

∞

n=1An je spočetná.

6. Necht’ množiny A,B jsou spočetné. Pak A×B je spočetná.

7. Každá nekonečná podmnožina spočetné množiny má stejnou mohutnost jako N.

8. Množina všech zobrazeńı z N do {0, 1} je nespočetná.
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