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Teorie

Definice 1. e Rikdme, 7ze mnoziny A, B maji stejnou mohutnost, jestlize existuje
bijekce A na B, piseme A ~ B;

e Rikdme, ze mnozina A md mohutnost mensi nebo rovnou mohutnosti mnoziny
B, jestlize existuje prosté zobrazeni A do B. Piseme A < B; relaci ,,<“ tikdme
subvalence.

Definice 2. Rekneme, 7e mnozina X je nekonecnd, jestlize ma stejnou mohutnost
jako néjaka jeji vlastni podmnozina. V opaéném piipadé fikame, ze X je konecnd.
Rekneme, ze mnozina X je spocetnd, jestlize je koneénd nebo mé stejnou mohutnost
jako N. Nekone¢nad mnozina, ktera neni spocetnd, se zove nespocetnd.

Poznamka 3. Pro pocet prvki koneéné mnoziny X pouzivame ¢asto znaceni | X|. Dvé
koneéné mnoziny X, Y maji stejnou mohutnost pravé tehdy, kdyz |X| = |Y].

Véta 4 (Cantor-Bernstein). Necht A, B jsou mnoziny takové, ze A m& mohutnost
mensi nebo rovnu nez B a B md mohutnost mensi nebo rovnu nez A. Pak maji stejnou
mohutnost.

Véta 5 (Cantor). Nechf X je mnozina. Pak neexistuje zobrazeni ¢ : X — exp X,
které je ,na‘.

Véta 6. Je-li f: A — B zobrazeni spoc¢etné mnoziny A na nekone¢nou mnozinu B, je
i B spocetna.



Piiklady

1. Dokazte matematickou indukei:

(a) Dpook =" n2+1)
(b) 12422402 = 7"("“)6(2”“)
() B+284+...n3=(1+24--+n)?
(d) 1-2+42-3+--+n(n+1)=3n(n+1)(n+2)
2. Ukazte, ze pocet vSech podmnozin mnoziny {1,...,n} je 2™.

3. Bud X konetna mnozina, | X| =n € N. Oznaéme pro k € NU {0}, k <n,

(ij) = {ACX; |A|=k}.

X\ _ (IX]
k)l \ k)’
4. (a) Je-li A neprazdnd mnozina, je A koneénd pravé tehdy, kdyz existuje n € N
tak, ze A m& stejnou mohutnost jako {1,...,n}.

Potom plati

(b) Mnoziny N a N x N jsou spocetné. Jakakoli nekoneénd podmnozina N je
také spocetna.

(¢) Mnozina raciondlnich ¢isel Q je spocetna.

(d) Mnoziny R, expN jsou nespocetné. Navic maji tyto mnoziny stejnou mo-
hutnost.

5. Necht mnoziny A,, n € N, jsou spocetné. Pak [J;2 | A, je spocetna.
6. Necht mnoziny A, B jsou spocetné. Pak A x B je spocetni.
7. Kazda nekonecnd podmnozina spocetné mnoziny ma stejnou mohutnost jako N.

8. Mnozina vsech zobrazeni z N do {0,1} je nespocetna.



