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Teorie

1 Neékteré substituce

1.0.1 Typ [ R(sint,cost)dt

vzdy lze uzit substituci tan % =z

je-li R(a,—b) = —R(a,b), lze uzit substituci sint = x

je-li R(—a,b) = —R(a,b), lze uzit substituci cost = x

je-li R(—a,—b) = R(a,b), 1ze uzit substituci tan t = x

1.0.2 Typ [R(t, (gfjjz)l/Q) dt

qgeN, g>1,a,bc feR, af # bc

e substituce (gtt—i?)l/q —

1.0.3 Typ [ R(t,Vat>+bt+c)dt, a #0
e at? + bt + ¢ ma dvojnasobny kofen a € R:

Vat? + bt + ¢ = +/alt — a|, proa >0
e at? + bt + ¢ ma dva redlné koteny a1 < az: Vat2 +bt +c= |t — al\,/aij—gf

e at’?+bt+c nemd redlné kofeny: pak a > 0, ¢ > 0, a lze uzit nékterou z Fulerovich
substituct

Vat? + bt + ¢ = +y/at + z nebo Vat? + bt + ¢ =tx ++/c



Priklady

Hint

Priklady

Nejprve se ubezpecime, Ze rozumime pokynum, jak vybrat spravnou goniometrickou
substituci. Ne-li, zeptame se. Pro tyto substituce je tfeba nejprve umét parcialni
zlomky, procvicit.

1.

/ dx
1+sinz

Reseni: substituce t = tan%

2dt
de = ——
241
) 2t
sine = ——
241
tedy
/dx _/2dt 1 _/ 2dt _/2dt_21
1+sinz t2+11+t22i1 2 +2t+1 (t+1)2 t+1
Zpétna substituce:
1
Fla) = 2
tan§ —+ 1

a to na intervalu (—m;7) 4 2km, to je ze substituce tang. Ddle mdme podminky,
sinz # —1, tedy  # —7/2 + 2kw. Také mame podminky tang # —1, které ale
davaji stejnou podminku na z # —7/2.

A jdeme lepit (VOLSF):

lim F(z) =0
lim F(x)=

takze nemusime funkce nijak posouvat a je tfeba dodefinovat krajni body, udélat
podminky a pfipojit konstantu.

Fla) = *2@‘%6 x € (—m + 2km;m + 2km) \ {—7/2 + 2kn}
O+c z=m+2knm

V bodech —m/2 nelepime, primitivni funkce tam vubec neni definovana a ani
puvodni integral tam neddva smysl.

Na zavér se jesté podivame na substituci. Je druhého typu (vyjadiujeme dz ).
p(t) = tang, tedy ¢ : x = 2arctan t. Tedy ¢ je z R do (—, 7), coz ndm zaroven



davé intervaly, na nichz jsme ziskali primitivn{ funkci. (Nezapomene aplikovat
podminky, t # —1.)

Véta o substituci iikd, na jakych intervalech mame primitivni funkci a kde ji
mame lepit. Ne, Ze by nas to nenapadlo bez ni, ale véta fika, ze to délame

legalné.
/ dx
2 —sinx

Reseni: Jako vyse, t = tang. Mame

/daz _/th 1 _/ dt B
2 —sinz ) 241 22 | 2—-t4+1

t2+1
/ 4 dt 2 ¢ 2t — 1
—-——————— = —arctan
3 /1_1\?2 3 3
(F)+ 7
5
Zpétna substituce:
2 2tan — 1
F(x) := —=arctan 2

V3 V3
na intervalu (viz vyse) (—m, ) + 2k7

Lepeni (VOLSF):

0
lim F(z)=—
T—T— \/g
T

lim F(z) = ———

Tedy budeme posouvat o % a dodefinujeme v krajnich bodech pomoci pravée

zjisténych limit, pridame konstantu.

Celkem méame:

Ttk 4c =742kt

. { 2 arctan 2221 | kﬂ% +c¢ z € (—m+ 2km;m + 2kT)
V3

V3

Podminky substituce jsou stejné, jako u prvniho piikladu. Je vhodné si podminky
zékladnich substituci promyslet predem (pfed pisemkou).

/ dx
cos xsin® x

Reseni: Toto je piiklad funkce, kterd je lichd v proménné cos z, tedy substituce:
t=sinz, dt = cosxdx .



/ da _/ dt _/0+1+ 2,3 g
coszsin?z ) 2(1—2) )t 2 1+t 1-—t

4 S =
¢ Tt o -

1 . 1 .
+ -In|l+sinz|+ - In|1 — sinz|
sinx 2 2

Tady neni co lepit, protoze logaritmus s jeho limitami v nekoneé¢nu tézko slepime.
Tedy jen podminky, z integralu méme x # k7 /2. Z vysledné primitivni funkce
plyne totéz. Tedy substituce: je 1. typu, funkce ¢ : t = sinz, je definovdna na
R (4néjaké podminky, dané integralem!). Véhéte-li mezi typy substituce, tak si
zkuste dosadit oba a podivejte se, co dava vétsi smysl.

.2
/ Sln‘lé da
1+ sin“x

Reseni: Funkce je sudé v obou proménnych, tedy ¢t = tan z, sin’z = %,
der = %. Mame:
2
sin? x t2t+1 dt t2
————dr = o = TS dt =
1+sinx 1+t2t+1 t2+1 (I+t2)(2t2+1)
dt dt 1
/]_—’—tQ — / m — arctan t — Earctan \/§t
Tedy

1
F(z) = arctan tan z — —arctan v/2tan

V2

Tangens je definovdn na (—7/2;7/2), tedy k lepeni potfebujeme

Celkem:

Flx) =9 ;3 . V2 .
5\/\§/§1+k”\/\§/§1+c T =75 +km

. { arctan tan x — %arctan V2tan o + k22l 4 ¢z € (—7/2+ km;7/2 4 2m)

Substituce byla 2. typu. ¢ : z = arctan t je definovana na R, zobrazuje do
(—m/2;m7/2), kde je pak také definovand primitivni funkce.



dz
/1+\/5+\/x—|—1

Reseni: Substituce je t = VZ 4+ vx + 1, po trose pocitdni

2 —1\?
= (%)

2122 -2 +1

d —
v t 212
Tedy
/ dx (t—1)( t+1)(t2+1)dt _1/t3—t2+t—1dt B
1+Vz+vVe+1 (1+4t)2t3 2 t3 B
1/1 LI P In|t| — LN
2 e 2 " Top)
1 L1 1
— r+vr+1l—In|vr+vr+1 )
2<f Ve - f—I—x/x—i- 2(Vr++vr+1)2

. - ; : e (2152
Podminky, ¢ # 0, coz ale nenastane. Substituce je 2. typu, tedy ¢ : z = (*5~)%,
ajez R\ {0} do (0,00). Na tomto intervalu méme i primitivni funkei.

/ z—1
At V)
Reseni: Substituce t = ¢/z,
x =15
dz = 6t5dt

r—1 t6 t6—1
—_~_6t°dt = — —dt =
(T + Vz2) /tﬁ(t5+t4)6 6/t4+t5

11 1 1 1 11 1
6 [(t—1) 42—t —dt =6(—t+ 24t +5>— -t )=
/( )i TRt AT ( ot g 2t2+3t3>

1 1 1 1
6 —¢ i Inlé =
( \/5 2\/5 n‘\/.%‘ S/TL' 2%2 3%3>

Substituce 2. typu, integrdl mame na (0, c0).



1—
/\/ xldx
1+zxx

Resenti:
¢ = 1—z
CVi4z
1—t2
r=-—7r
1+1¢2
—4t
dr = ——=dt
T T e
tedy
1—-=z1 14t —4tdt —4t2dt -2 2
l4+zx 1—2(1+41t%)2 (1 —¢2)(1+1¢2) 1—¢2  14¢2
14+¢
2arctan ¢t — In + ‘
1—¢

Dosazeni a podminky 2. substituce laskavy ¢tenai sam:)

x
/ S
vVt +2x+4
Reseni: Substituce Va2 + 2z +4 — 1z =+t

(t—2)(t+2)
2(1 —t)

q —t? 42t —4
T =—F/—5
2(1 —t)2

cili

/$d$_/(t—2)(t+2) 1 i Ak SV
Vit +4 21 —t) ¢4 =22 (1 —¢)2 -

2(1-1)

1(t+2)(t —2) 1 i1 3
/2 a-g & :2/1+2(t—1)2_ i-ped =

1 3
—(t+2Inlt -1 —_—
2(—1— n| H—t_ )

Opét dosazeni je jednoduché, substituce je 2. typu a podminky znamenaji plno
dulezité prace.




