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Teorie

Definice 1. Nechtf funkce f je definovdna na neprazdném otevieném intervalu I.
Rekneme, ze funkce F' je primitivni funkce k f na I, jestlize pro kazdé x € I exis-
tuje F'(z) a plati F'(z) = f(x).

Pozndmka 2. e [af =a [ fproacR)\ {0},
e 0-[fC[O-f.
e Maji-li f,g primitivni funkce, pak [(f+g) = [f+ [g.
o Je-li [ f neprazdnd, pak [ f — [ f={c;c € R}.

Véta 3 (O substituci). (i) Necht F' je primitivn{ funkce k f na (a,b). Necht ¢ je
funkce definovana na (a,3) s hodnotami v intervalu (a,b), kterd ma v kazdém
bodé t € (a, 3) vlastni derivaci. Pak
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(ii) Necht funkce ¢ méd v kazdém bodé intervalu (a, 3) nenulovou vlastni derivaci a
©((a, 3)) = (a,b). Necht funkce f je definovdna na intervalu (a,b) a plati

/ﬂwmdwazamnmmm.

/ F@)dz = Gy~ (x)) na (a,b).

Véta 4 (Integrace per partes). Necht I je neprazdny otevieny interval, F' je primitivni
funkce k f na I a G je primitivni funkce ke g na I. Pak plati

/9($)F($)d$ =G(x)F(x) — /G(IL‘)f(l’)dl’ na I.

Pokud je f navic spojitd na I, pak mnoziny na obou stranich rovnosti jsou neprazdné.

Priklady

Hint
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Piiklady

1.

arctan /z 1
N
Reseni: Substituujeme: y = /z, dy = % L4z

dx

2arctan y -

%
2 arctan \/r 1 / dy

2z 1+a:

substituujeme jesté jednou, z = arctan y, dz = ﬁdy.

1+ 92

1
/Qarctany- g 2dy:/2zdz:,22+c:arctan 2y + ¢ = arctan 2Vz + ¢
Yy

Zbyvaji podminky. Nejprve se podivejme na funkci v integrélu, zjevné = > 0. Pro
prvni substituci (je to 1. typ) tedy mame funkci y = \/x a bude definované na
(0,00), s hodnotami tamtéz. Na tomto intervalu ma i vlastni derivaci. Ze znéni
véty pak vyplyne, Ze nalezend primitivni funkce bude definovana také na tomto
intervalu.

Pak méame druhou substituci. V tuto chvili uz se pohybujeme na (0, 00). Substi-
tuujeme funkci z = arctan y, budeme to provadét stile na tom samém intervalu,
opét 1. typ substituce, vlastni derivace tam existuje.

Tedy celkovy vysledek je arctan 2\/z + ¢ na intervalu (0, 00).

sin z cos®
1+ cos*x

Reseni: Substituce y = 1 4 cos®z, dy = —2cos z sin zdz, tedy

—2sinx cos x cos? ly—1 1 1 1
- o= [ 3PSy =) [1- Ly =~ lyl) =
2 1+ coszx 2 vy 2 Y 2

1
—5(1 +cos?z — In(1 + cos® x)) + ¢

Opét jde o prvni typ substituce, funkce ¢(x) = 14 cos?  z véty je definovand na
celém R (interval (o, 3) z véty) , zobrazuje do (1,2). Funkece f = —3%— 1. Jeji
primitivni funkci F = —f( —In |y|), definovand pro y # 0, specidlné pro (0, 00)
(tedy (a,b)). Tedy konkrétné i pro y € (1,2). Celkem tedy —3(1+ cos®z —In(1+
cos?z)) + ¢ na R.



/ dx
er/2 4 e

Reseni: Substituce y = e%/2, dy = 1/2¢"/2dz, dz = 2dy/e*/? = 2dy/y.

dz 1 2 1—y 1 1 1 1
/ex/2+6x /y+y2yy / y? 14y y oy 14y

1 . 1 Zz /2
2<—y—ln|yl+ln\1+y|> —2<—em/2—2+ln(1+e )

Toto byla substituce 2. typu. Bylo totiz potieba (témét) vyjadiit = Iny?,
a derivaci dy si ve vyrazu nejprve vyrobit. Tedy méame funkci ¢! : y = e*/2,
¢ : x = Iny?. Funkee je z intervalu (0,00) (nase (a,(3)), na R ((a,b)), derivaci
mé vsude nenulovou (dulezité!).

Zbyva funkce f =
integralu

m. Ta je definovand na R. Posledni podminka: vypocet

1 2 1
—dy = <——lny+ln 1+y>,
/y+y2y Yy i | |

toto plati na intervalu (0, 00). Vsechny podminky splnény, hurd. Jedinym problémem
muze byt rozklad na zlomky uprostied vypoctu, ten se nau¢ime piisté. Piiklad
je poucny, promyslet.

/ cos® xV/sin zdx

2

Reseni: Substituce y = sinz, dy = coszdx, cos?x = 1 —sin®z = 1 — y2. Tedy

/c055 zVsinzdr = /(1 — )2 ydy = /\/§+ Y2 oyl =

2 2 4 2 2
§y2/3 I ﬁyuﬂ - ?y7/2 te=3 sin?/3 2 + 7 5in

4
H/Qm—?sin7/2x+c

Substituce je 1. typu, funkce ¢(z) = sinz je z R do R, vlastni derivace je na
celém defini¢nim oboru. Funkce f = (1 — y?)?/y, tam je podminka na y > 0.
Tedy je potieba omezit defini¢ni obor ¢ tak, aby zobrazovala do nezdpornych
¢isel, aby sinx > 0. Laskavy ¢tenai dopocte sam. Vsimnéte si, Zze odmocnina se
objevi i ve vysledku (takze ty podminky tam nejsou pro legraci, docela dobie to
celé funguje).

Inx

—dx
zv/1+Inz



Reseni: Substituce y = Inz, dy = dz/x.

Inx Y / yl 1 / 1
— 2% qe= dy = - dy= [Tty dy =
sVitno /\/1+y V=) ity vity Y Vity”
§(1 Fy)¥2 (1 4 g2 = %(1 Flna)¥2 - 201 + na)2 +

Tedy f =y/\/1+y, y > —1. Takze je tieba, aby Inx > —1, > 1/e, zdroven
jsme splnili podminku na derivaci x # 0. Tedy feSeni se nalézd na intervalu
(1/e,00).

/ xsin v/zda

Reseni: y = \/z, = 42, dz = 2ydy, mame

/ xsiny/zdr = / 2yy? sin ydy

nyni pouzijeme tiikrat per partes nebo formulku z 10. prikladu. Ziskame

—2y3 cosy + 6y?siny + 12y cosy — 12siny =

— 2/ cos /T + 62" sin VT + 1212 cos /T — 125in /7

Substituce byla 2. typu, konkrétné ¢ : x = 32, ¢' : dov = 2ydy, ¢~ : y = /x,
f = xsiny/z. Funkce f je definovéna na [0,00), ale primitivni funkce hleddme
jen na otevienych intervalech(proc?), tedy se omezime na (0, 00) = (a,b). Funkci
¢ budeme definovat na intervalu (0,00) = («, ), tam méa nenulovou derivaci,
zobrazuje ho na (a,b), podminky splnény, vyslednou primitivni funkci jsme také

nasli na intervalu (0, 00).
/ 3e3%dx

Reseni: Resime per partes nebo formulkou z 10. piikladu, ovéite si, ze skutecné
funguje. Vysledek:

/xE’ sin bxdx

Reseni: Totéz, vysledek:

5 0 423 n 24x 4 sin5 4 1222 n 24
—cosdbr | — — — + — sinbx | — — —
5 25 625 5 125 3125
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kde ¢(z) je vzdélenost ¢isla x od nejblizsiho celého ¢isla.

Reseni: Toto je nutno rozkreslit, vyjde linedrni funkce (na daném intervalu),
tam zintegrovat. A pak slepit. Vysledek:

z+i<x—[x]—;> (1—2

10. Dokazte, ze je-li P(x) polynom stupné n, pak

/P(ﬂc)eaxdx = e [Pia:) _ P o (1) P"(x)] +c

/P(a:) cosaxrdxr = sinaasc P(x) — P:Lgx) + P(j4(x) — +
cosar [p’(@ s Nl B
/P(x) sinazde = 2% P(z) — P”(;U) P(4)4($) — +
a a a
Sizgm [P'(x) - P';Y) + P(Z(x) — | e

Reseni: Dokdzeme per partes, hlavné si ale z tohoto piikladu odneseme védomi,
ze existuje tento vzorec, ze ho umime odvodit a ze kdyz uz to umime odvodit,
tak Ze to neni nutno pokazdé délat. Useti{ nam préci.

11. Necht f(x) je monoténni spojité funkce a f~1(z) jejf inverzni funkce. Dokazte, Ze
pokud [ f(z)dz = F(x)+c, pak [ f~Y(z)dz = 2f~(z)— F(f~'(x))+c. Reseni:
Dokézeme snadno, prosté zderivujeme pravou stranu. Pfipomeneme si, co vime
o derivaci inverzni funkce.

Domaci tdlohy

1. Naucte se definici primitivni funkce, stejnomérné spojitosti, piiklad funkce, ktera
neni stejnomérné spojitd, Riemannova integralu.



