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Teorie

Definice 1. Necht’ funkce f je definována na neprázdném otevřeném intervalu I.
Řekneme, že funkce F je primitivńı funkce k f na I, jestliže pro každé x ∈ I exis-
tuje F ′(x) a plat́ı F ′(x) = f(x).

Poznámka 2. •
∫

αf = α
∫

f pro α ∈ R \ {0},

• 0 ·
∫

f ⊂
∫

0 · f .

• Maj́ı-li f, g primitivńı funkce, pak
∫

(f + g) =
∫

f +
∫

g.

• Je-li
∫

f neprázdná, pak
∫

f −
∫

f = {c; c ∈ R}.

Věta 3 (O substituci). (i) Necht’ F je primitivńı funkce k f na (a, b). Necht’ ϕ je
funkce definovaná na (α, β) s hodnotami v intervalu (a, b), která má v každém
bodě t ∈ (α, β) vlastńı derivaci. Pak

∫

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt = F (ϕ(t)) na (α, β).

(ii) Necht’ funkce ϕ má v každém bodě intervalu (α, β) nenulovou vlastńı derivaci a
ϕ((α, β)) = (a, b). Necht’ funkce f je definována na intervalu (a, b) a plat́ı

∫

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt = G(t) na (α, β).

Pak
∫

f(x)dx = G(ϕ−1(x)) na (a, b).

Věta 4 (Integrace per partes). Necht’ I je neprázdný otevřený interval, F je primitivńı
funkce k f na I a G je primitivńı funkce ke g na I. Pak plat́ı

∫

g(x)F (x)dx = G(x)F (x) −
∫

G(x)f(x)dx na I.

Pokud je f nav́ıc spojitá na I, pak množiny na obou stranách rovnosti jsou neprázdné.

Př́ıklady

Hint

1

y2(1 + y)
=

1 − y

y2
+

1

1 + y

1



Př́ıklady

1.
∫

arctan
√

x√
x

1

1 + x
dx

2.
∫

sin x cos3 x

1 + cos2 x
dx

3.
∫

dx

ex/2 + ex

4.
∫

cos5 x
√

sinxdx

5.
∫

lnx

x
√

1 + lnx
dx

6.
∫

x sin
√

xdx

7.
∫

x3e3xdx

8.
∫

x5 sin 5xdx

9.
∫

φ(x)dx,

kde φ(x) je vzdálenost č́ısla x od nejbližš́ıho celého č́ısla.

10. Dokažte, že je-li P (x) polynom stupně n, pak
∫

P (x)eaxdx = eax

[

P (x)

a
− P ′(x)

a2
+ · · · + (−1)n Pn(x)

an+1

]

+ c

∫

P (x) cos axdx =
sin ax

a

[

P (x) − P ′′(x)

a2
+

P (4)(x)

a4
− · · ·

]

+

cos ax

a2

[

P ′(x) − P ′′′(x)

a2
+

P (5)(x)

a4
− · · ·

]

+ c

∫

P (x) sin axdx =
− cos ax

a

[

P (x) − P ′′(x)

a2
+

P (4)(x)

a4
− · · ·

]

+

sin ax

a2

[

P ′(x) − P ′′′(x)

a2
+

P (5)(x)

a4
− · · ·

]

+ c

11. Necht’ f(x) je monotónńı spojitá funkce a f−1(x) jej́ı inverzńı funkce. Dokažte,
že pokud

∫

f(x)dx = F (x) + c, pak
∫

f−1(x)dx = xf−1(x) − F (f−1(x)) + c.

Domáćı úlohy

1. Naučte se definici primitivńı funkce, stejnoměrné spojitosti, př́ıklad funkce, která
neńı stejnoměrně spojitá, Riemannova integrálu.
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