1. (Hledani primitivni funkce)

Spocitejte rychlost a polohu jako funkce ¢asu, pokud zrychleni mélo tento casovy
prubéh:

a(t) = Asin(wt), AweR"
(harmonicky oscilator - takto se pohybuje napiiklad zavazi na pruziné nebo atom
v krystalické mfizce (v prvnim pfiblizeni))

a(t) = —2ABe Plwcos(wt)+AB*e Plsin(wt)—Ae Plw?sin(wt), A, B,we€RT
(tlumeny harmonicky oscilator)

2. (Pouziti derivaci k odvozeni vztahu.)
Ukazte, ze zakon lomu je primym disledkem Fermatova principu.
Zakon lomu k4, Ze n; -sin a; = ny-sin ay, kde n; = ¢/v; je index lomu prostiedi,
v; je rychlost Sifeni svétla v daném prostredi a ¢ je rychlost sifeni svétla ve vakuu
- konstanta.

Fermativ princip tvrdi, Ze svétlo se mezi danymi dvéma body prostoru sifi po
takové trajektorii, po které mu to zabere nejmensi ¢as).

Névod:

Zavedte si vhodné soufadnicovou soustavu, umistéte si tam rovinné rozhrani
(pfimku) a body A a B, kaZdy na opa¢né strané rozhrani. Trajektorii paprsku
svétla uvazujte jako dvé usecky. Vyjadrete ¢as putovani paprsku v zavislosti na
tom, kde se tsecky stykaji.

3. (Pouziti derivace v praxi.)

Zjistéte, jaky ma tvar hladina vody ve valcové nadobé, jez se otaci kolem své osy
thlovou rychlosti w.

Néavod:
Hledédme funkci h(r), h - vy$ka hladiny, r - vzdalenost od osy rotace.
Hladina je kolmé na vyslednici sil. Pisobici sily jsou tihova (Fg = —m - gey)

a odstiediva (Fo = m - |r| - w? e;). Pomér téchto sil ndm da derivaci h/(r), stadi
zintegrovat.

4. (Jednoduché diferencialni rovnice.)

Predpokladejme, ze k penéztim uloZenym v bance p(t) ndm v kazdy okamziku
pribyvaji troky (ne jen jednou za mésic nebo za rok). Predpokladejme, Ze troky
zaviseji na aktudlnim mnoZstvi penéz na uétu (p'(t) ~ p(t)). Zjistéte, jaka
je konstanta timérnosti, pokud nadm za rok pribylo na Ucétu 5% pocatecniho
mnozstvi penéz.



Véta ”0O substituci, varianta 1”

Necht F' je primitivni funkci k f na (a,b)

Necht zobrazeni ¢ : t — z, t € (a,f), =z € (a,b) méa vlastni derivaci ¢’ v
kazdém bodé t € (a,b).

Pak plati

[ 1t 0art ([ @)= F@)+0) = Fe) + ¢ na (@,

Véta ”0O substituci, varianta 2”
Necht funkce ¢ ma v kazdém bodé intervalu («, ) nenulovou vlastni derivaci a

e((a, B)) = (a,b).
Necht funkce f je definovand na (a,b) a plati

/f(w(t))-w’(t)dtz(F(SO(t))JrC):G(tHC na (o, ),

kde G je slozeni Fy, pak

[ s ( [ fe®e®a= [ - 160 + o) — G (@)+C na (a,b)

Poznamky

1. (Viz dvé oznacené rovnosti.) Toto je zakladni rovnost, kterd se pouziva. Véty
nam fikaji, ze mizeme pouzit substituce

o(t) =z, ¢'(t)dt =dx,

t=p H(z), dt=(¢(t) " de

ke zjednoduseni integralu.

2. Podle toho, jakou substituci budeme pouzivat, podle toho budeme ovérovat pred-
poklady dané véty.

3. Pozadavek nenulovosti derivace je zfejmy ze vztahu dt = (¢/(t)) "' dz
Jednoduché priklady na substituci:

1. [(2* =3z +1)(2z —3)dx

2. [(2z+1)"de

fsm\f)dx

w

4. fxel_rz dx

5. [ cos™(z)sin™(z) dx, m - sudé pfirozené, n - liché pfirozené



Priklad:
Ukazte pouziti obou vét o integraci na integralu [ zv/1 — zdx
Podle prvni véty bude substituce vypadat takto:

() y=Vi-s
() dy =5ty do (: s d:c)
Podle druhé véty bude substituce vypadat nasledovné:
(b1 y=Vi-s

(p:) a=1-y

(¢':) de=-3y*dy




