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Teorie

Definice 1. Necht funkce f je definovdna na neprazdném otevieném intervalu 1.
Rekneme, ze funkce F' je primitivni funkce k f na I, jestlize pro kazdé x € I exis-
tuje F'(x) a plati F'(z) = f(z).

Poznamka 2. 1. Ne kazda funkce mé primitivni funkeci (napt. signz).
2. Primitivni funkce je spojita.

3. Hledani primitivni funkce se nazyva integraci a primitivni funkce se nékdy nazyva
neurcity integral.

Véta 3 (Rovnost az na konstantu). Nechf F' a G jsou primitivni funkce k funkci f na
otevieném intervalu I. Pak existuje ¢ € R takové, ze F'(z) = G(z) + ¢ pro kazdé = € I.

Véta 4 (Existence primitivni funkce). Necht f je spojita funkce na otevieném neprazdném
intervalu I. Pak f md na I primitivni funkci.

Véta 5 (Linearita neurcitého integralu). Necht f md na otevieném intervalu I primi-
tivni funkci F', funkce g ma na I primitivni funkci G a «, 8 € R. Potom funkce aF'+ G
je primitivni funkef k af + Bg na I.

Poznamka 6. e Je-li F' primitivni funkce k f na intervalu (a, b), zapisujeme tento
fakt jako F' = [ f na (a,b), F(x) = [ f(z), € (a,b), nebo F(z) = [ f(x)dz,
x € (a,b)

e Je-li f funkce na (a,b), znacenim [ f rozumime mnozinu viech primitivnich funkef

k f na (a,b).

e Je-li f redlnd funkee, znacenim [ f rozumime mnozinu vSech funkei F, které jsou
primitivni k f na kazdém otevieném intervalu obsazeném v defini¢nim oboru f.

Pozndmka 7. 1. Znaceni [ f tady znamend mnozinu primitivnich funkei, F' = [ f
znamenad, ze F' je primitivni k f.

2. Je-li X vektorovy prostor nad R, A, B C X a a € R, pak znacime

aA ={aa;ac A}, A+B={a+bacAbec B}

3. Je-li f funkce na otevieném intervalu I, mnozina [ f je obsazena ve vektorovém
prostoru RY viech redlnych funkci na I. Pak Vétu 5 miizeme zapsat jako [(af +
Bg) Da [ f+ 3 [gnal. Délena I plati

e [af=af fproacR)\{0},



e 0-[fC[O-f.
e Maji-li f, g primitivn{ funkce, pak [(f+¢g)=[f+ [g.
o Je-li [ f neprézdnd, pak [ f— [ f={c;ce R}

Véta 8 (Integrace per partes). Necht I je neprdzdny otevieny interval, F' je primitivn{
funkce k f na I a G je primitivni funkce ke g na I. Pak plati

/g(x)F(m)d:c =G(x)F(x) — /G(x)f(:n)dm na I.
Pokud je f navic spojita na I, pak mnoziny na obou strandch rovnosti jsou neprazdné.
0.1 Zakladni integraly
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Piiklady

Budeme pouzivat per partes a zdkladni definice a linearitu integralu. Je dobré védét,
ze per partes funguje jenom tam, kde dotéené funkce maji primitivni funkce. Tedy
hleddme definiéni obory, vyhybdme se mistum s problematickou derivaci (absolutni
hodnoty), davdme pozor na zlomky. Nefekneme-li jinak, jsme na R.

1. )
/ dr aeR
r+a
Reseni: Integrél je snadno vidét, takze jen pro poradek:
1
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Reseni: Rozepiseme a snadno zintegrujeme za pouziti linearity integralu
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/cotg 2pda
Reseni:
2 .2
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/cotg 2pda = / C.OSQ xdx = / #dx = /—1dx+/ ——dz = —zr—cotz+c
sin” sin® sin”
x#kn, kel
Pouzili jsme linearitu integralu a znamy integral.
4.

/ sin® xdz

Reseni: Zde je tieba uzit trik, za pomoci ndpovédy zjistime, ze
9 1 —cos2z

sin“z = ———,

coz uz snadno zintegrujeme, vytkneme konstantu a mame:

1 1 1
/sin21:d;v:2/1—cos2xdx:2$—4sin2x+c.

Kdyby byly néjaké nejasnosti s konstantami (tfeba sin2z), tak uzijeme vétu o
substituci, kterou jiz zname, nebo prosté vyzkousime.



/ tan xdx

Reseni: Tady pomtze bud substituce, ale hlavné se na vyraz koukat a premyslet,
co s tim, ¢emu je to podobné. Vzpomeneme si, ze logaritmus héze véci do jmen-
ovatele a mame:

/tan:cdx:/Smxdlen|cosx]+c.

COST

Déavame pozor na to, ze k logaritmu patii absolutni hodnota. Nezapomeneme
vysetfit podminky (x # 7/2 + km, k € Z).

=
——dx
14 a2
Reseni: Tady je situace podobnd, bud substituujeme, ale hlavné se divéme.
Tento integral je dulezity, budeme si ho pamatovat:

=V1+z2+ec

/ L
Vit

/ arctan xdx

Resenti:
/1 - arctan xdx

Pouzijeme metodu per partes, kde v/(z) = 1, u(z) = x, v(z) = arctan z, v'(x) =

1
1+$2 ’ pak

1
/1 -arctan xd = x - arctan x — / Y _dz = zarctan z — - In(1+ 2?%) +c.
1+ 22 2

Integral [ 1+%dx spo¢teme opét bud’ substituci nebo metodou kouknu a vidim.
Obecné si budeme pamatovat, Ze pachatelem v piipadé zlomku byva logarit-

mus (piipadné odmocnina, arkusinus a arkustangens) a nezapomindme na vnitini
funkci. Cim vic piikladi spoéteme, tim snéaze to uvidime.
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/x?’exdx

—1
/x?’e_dex = / 7x2 . (—Qx)e_xde

Reseni:



10.

11.

, oy _ 2 2
Nynf lze uzit per partes: v = —2?3, v/ = —z, v/ = —2ze™" , u =€, tedy
-1, 2 —2? 0 2 —2? o 1 o
(=9 —% Q= —z %y = -zt - -z
/ 5 & (—2x)e x 5 € +/xe x 5 ¢ 5¢ +c

Proc jsme zvolili funkce na perpartes pravé takhle: nejprve proto, ze kdyz zkusime
pFirozené rozdéleni na z3 7 tak to nevede k cili. Tedy pfemyslime, co
s tim, zkusime tam vnutit derivaci od e*xz, ejhle, funguje to. Posledni integal
je opét "vidéet”, x? se jako vnitini funkce objevuje docela ¢asto, tak si na néj

a na e

vzpomeneme.
In(sin x)
/ o, A
sin® x

Reseni: Per partes, u = In(sinz), v’ = %, v/ = ﬁ, v = —cot x, tedy

In(sinz

%dx = —cotzln(sinz) + [ cot®dxr = —x — cot x — cot x In(sinx) + ¢,

sin” x
x # km,
posledni integral uz zname z piedchozich piikladu.
/ x cos xdx
Reseni: Per partes u =z, v’ =1, v/ = cosz, v = — sinz, mdme
/:Ucosxd:c =xsinx + /sinx =xsinx 4+ cosx + ¢

arcsin &
72da:
x

Reseni: per partes, v’ = 1/z2, u = —1/z, v = arcsin z, ' = 1/y/1 — 22,

—arcsin x

/arcsin z 4 1 . +/ 1 1 d ) ‘ T
—— " “dx = ——arcsin x - T = n
2 T T+/1— 22 T 141 — 22

x #1,—1,0, posledni zlomek mame z napovédy, udéld se vytknutim 22, substituci
za l/x.

+c




12.
/ln(x +V1+2?)de

1+(1+x2)’1/2‘%~2x
o+ 1+a?

Reseni: per partes v/ =1, u =z, v = In(z + V1 + 22), v/ =

1+ (1+22)"1/22¢
In(z+V1+22)dz =zln(z + V1 + 22 —/m dz =
[ ) (o + V1% 27) e
1/1 2
zln(z + 1+a:2)—/:1; tr e dz =
(z+ V14 22)V1+ 22

dx:xln(x+\/1+ac2)—\/1+x2,

zln(x + 1+ 22) —/x
V1+ 22
uzité integraly uz zname.
13.
VzIn? zdx

Reseni: per partes, v/ = /z, v = %33/2, w=1In?z, v = 2z

x

2 4
Vzn? zde = gm?’/zanx — S/ﬁln:u

nové per partes: ' = \/z, t = 2/3u’/?, w =Inz, w’ = 1/, mame

_ 2.3/ /2 =250, L3
/\/Elnx—3x Inz 3\f—3x Inz gx

x>0,

Dohromady ziskdame

2 4 (2 4
Vrin? zdr = §x3/2 In?z — 3 (3:63/2 Inx — 9x3/2>

Domaci dlohy

1.
/]m\d:c
2.
/e_mdw
3.
/f’(Qx)da:
4.

/xf”(x)da:



