
5. cvičeńı

23. 3. 2010

Teorie

Definice 1. Necht’ f je reálná funkce, a ∈ R a f má konečné derivace všech řád̊u v
bodě a. Pak

∞
∑

n=0

1

n!
f (n)(a)(x − a)n

Taylorovou řadou se středem v bodě a. Je-li a = 0, mluv́ıme o Maclaurinově řadě.
Připomeňme, že ve výše uvedeném vzorci uvažujeme 0! = 1 a 00 = 1.)

Definice 2. Mocninnou řadou o středu x0 ∈ R rozumı́me řadu
∑∞

k=0 ak(x− x0)
k, kde

x ∈ R a ak ∈ R pro každé k ∈ N ∪ {0}.

Věta 3. Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost s kladnými členy, splňuj́ıćı:

lim
n→∞

an+1

an

= A.

Pak také
lim

n→∞
n
√

an = A.

Věta 4 (Poloměr konvergence). Necht’
∑∞

k=0 ak(x−x0)
k je mocninná řada. Pak existuje

právě jeden nezáporný prvek ρ ∈ R
∗ takový, že

• pro každé x ∈ R, |x − x0| < ρ, uvedená řada konverguje absolutně,

• pro každé x ∈ R, |x − x0| > ρ, uvedená řada diverguje.

Prvek ρ splňuje

ρ =
1

lim supk→∞
k
√

|ak|
,

kde výrazem 1/0 zde rozumı́me +∞ a výrazem 1/∞ zde rozumı́me 0.

Věta 5 (Derivace mocninné řady). Necht’ řada
∑∞

n=0 an(x− x0)
n konverguje pro |x−

x0| < R. Definujme

f(x) =
∞

∑

n=0

an(x − x0)
n, |x − x0| < R.

Potom řada
∑∞

n=1 nan(x − x0)
n−1 konverguje pro |x − x0| < R a plat́ı

f ′(x) =
∞

∑

n=1

nan(x − x0)
n−1, |x − x0| < R.
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Věta 6 (Operace s mocninnými řadami). Necht’ f(x) =
∑∞

n=0 an(x − x0)
n a g(x) =

∑∞
n=0 bn(x − x0)

n maj́ı kladné poloměry konvergence ρ1 a ρ2. Pak

(a) f(x) + g(x) =
∑∞

n=0(an + bn)(x − x0)
n, |x − x0| < min{ρ1, ρ2},

(b) f(x)g(x) =
∑∞

n=0(
∑

n

i=0 an−ibi)(x − x0)
n, |x − x0| < min{ρ1, ρ2}.

Věta 7 (Abel). Necht’ řada
∑∞

n=0 an(x − x0)
n má poloměr konvergence R ∈ (0,∞).

Necht’
∑∞

n=0 an(y − x0)
n konverguje v bodě y = x0 + R. Pak

lim
r→R

−

∞
∑

n=0

anrn =
∞

∑

n=0

anRn.

Poznámka 8. Analogické tvrzeńı plat́ı pro y = x0 − R.

Poznámka 9. Řady
∞

∑

n=1

sinnx

nα

∞
∑

n=1

cos nx

nα

konverguj́ı absolutně pro α > 1. Sinová řada konverguje neabsolutně pro 0 < α ≤ 1
pro všechna x ∈ R, absolutně pouze pro x = 2kπ, k ∈ Z. Kosinová řada konverguje
neabsolutně pro x ∈ R r̊uzná od 2kπ, k ∈ Z, pro které diverguje. Pro α < 0 řady
diverguj́ı.

Př́ıklady

Hint

(2 arctanx/2)′ =
1

1 + x2/4

Př́ıklady

1. Co můžeme ř́ıct o součtu řad,

(a) je-li jedna z nich konvergnetńı a jedna divergentńı? Řešeńı: Pak jejich
součet diverguje. Úvahu je možno vést přes definici řady, ta konvergentńı
má konvergentńı posloupnost částečných součt̊u. Pokud tohle zd̊uvodněńı
nestač́ı, je vhodné si rozhodit součty na př́ıpady. Jestliže jedna má kladný
součet a druhá jde k −∞, tak můžeme použ́ıt větu o aritmetice limit (na
limity částečných součt̊u) a źıskáme divergentńı limitu částených součt̊u. A
tak dále. Pokud bude jedna řada oscilovat a druhá konvergovat, tak opět
vezmeme posloupnost částečných součt̊u a vybereme dvě podposloupnosti s
odlǐsnými limitami (to p̊ujde, vezmeme limsup a liminf, máme na to věty,
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které?), a použijeme součet limit částečných součt̊u. Źıskáme dvě odlǐsné
limity.

(b) jsou-li obě divergentńı? Řešeńı: Mohou nastat r̊uzné situace a nev́ıme nic.

i.
∞

∑

n=1

(−1)n +
∞

∑

n=1

(−1)n+1 = 0

ii.
∞

∑

n=1

n +
∞

∑

n=1

1

n
= ∞

iii.
∞

∑

n=1

−1
2

n + 1
+

1
2

n − 1
=

∞
∑

n=1

1

n2 − 1

konverguje.

Vyšetřete konvergenci a absolutńı konvergenci:

2.
∞

∑

n=1

sin nπ

12

lnn

Řešeńı: Použijeme Dirichletovo kritérium, posloupnost

sin
nπ

12

má omezené částečné součty, jednak si to pamatujeme a jednak je možno si jed-
notlivé členy rozepsat, začnou se opakovat. . . Posloupnost

1

lnn

je monotónńı, nebot’ logaritmus je rostoućı, jeho převrácená hodnota je tedy
klesaj́ıćı a jde k 0.

Absolutně diverguje, to lze dokázat následuj́ıćı úvahou: hodnoty sinu se budou
neustále opakovat, objev́ı se jich tam 12, tedy lze řadu roztrhnout na dvanáct
sč́ıtanc̊u, každý bude s konstantou v čitateli a logaritmem ve jmenovateli. Takže
zbývá otázka, jestli řada s logaritmem, kde sč́ıtáme jen každý dvanáctý člen, muśı
divergovat. Nejprve najdeme alespoň jednu takovou řadu, která diverguje. Kdyby
všech 12 řad konvergovalo, tak konverguje i součet, ale my v́ıme, že

∑∞
n=1 1/ lnn

diverguje. Takže alespoň 1 řada z našich dvanácti diverguje.

Ale co když je to zrovna ta, kde sin = 0? Nevad́ı, nyńı už v́ıme, že jedna řada di-
verguje. Odhadneme tedy řadu tesně před ńı. Ta bude mı́t členy větš́ı, porovnávat
řady umı́me, také diverguje. Rozmyslete si, co dělat, když je to hned prvńı řada.
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3.
∞

∑

n=1

sinn2

Řešeńı: Řada nesplňuje nutnou podmı́nku konvergence. Promyslete si, jak to
dokážete a že to neńı samozřejmé. Jednou z možnost́ı je použ́ıt Heineho větu.

Určete poloměr konvergence a konvergenci v krajńıch bodech:

4.
∞

∑

n=1

xn2

2n

Řešeńı: Pro určeńı poloměru konvergence je třeba nejprve správně určit členy
an. Ony se totiž nerovnaj́ı 1/2n, ale an = 1/2

√
n. Toto je dobré si promyslet. Pak

už spočteme

lim sup
n→∞

n

√

1

2
√

n
= 1.

Kdyby byly pot́ıže s touto limitou, tak použijte větu 3, Heineho, Větu o limitě
složené funkce.

Tedy krajńı body jsou 1 a -1. v obou př́ıpadech dostáváme geometrickou řadu, o
které v́ıme, že konverguje absolutně.

5.
∞

∑

n=1

xn

an + bn
, a, b > 0

Řešeńı: Poč́ıtáme
1

lim supn→∞
1

n
√

an+bn

Tedy pro a ≥ b máme
lim

n→∞

n
√

an + bn = a,

plyne to třeba ze dvou policajt̊u. Tedy ρ = a. Analogicky pro a < b, ρ = b.
Celkem ρ = max{a, b}.
Konvergence v krajnich bodech. Necht’ a ≥ b, pak nás zaj́ımá řada

∞
∑

n=1

an

an + bn

Řada nesplňuje nutnou podmı́nku konvergence:

lim
n→∞

an

an + bn
= lim

n→∞

an

an

1

1 +
(

b

a

)n = 1

Obdobně pro bod −a a pro př́ıpad b > a.

Určete poloměr konvergence:
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6.
∞

∑

n=1

(−1)n

n!

(n

e

)n

xn

Za pomoci vhodně zvolené mocninné řady sečtěte:

7.
∞

∑

n=1

2n(n + 1)

n!

8.
∞

∑

n=1

(−1)n

4n(2n + 1)

9.
∞

∑

n=1

3n+1

n22n−1

10.
∞

∑

n=1

(−1)n
5 · 3n−1

22n+1

11. Vyšetřete konvergenci následuj́ıćı řady:

∞
∑

n=1

(−1)[
√

n]

n

Návod: prozkoumejte jednotlivé úseky, kde se měńı znaménko, zkuste je odhad-
nout shora a pak na ”nové” sč́ıtance použ́ıt Leibnize.

Domáćı úlohy

1. Vyšetřete konvergenci a absolutńı konvergenci

∞
∑

n=1

(−1)[ln n]

n

2. Naučte se definici malého o a větu o poloměru konvergence.
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