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Teorie

Definice 1. Necht f je redlnd funkce, a € R a f m4 konec¢né derivace viech fadu v
bodé a. Pak

> @) - a)
n=0

Taylorovou Tadou se stredem v bodé a. Je-li a = 0, mluvime o Maclaurinové rade.
Pfipomerime, 7e ve vyse uvedeném vzorci uvazujeme 0! = 1 a 00 = 1.)

Definice 2. Mocninnou fadou o stiedu zo € R rozumime fadu > 3%, ax(z — z0)¥, kde
x € R aa, € R pro kazdé k € NU{0}.

Véta 3. Necht {a,}°, je posloupnost s kladnymi ¢leny, spliujici:

. Ap+41
lim 2t — A,

n—0o0 (U

Pak také
lim a, = A.
n—oo

Véta 4 (Polomér konvergence). Necht > 7% ) ax(z—z0)* je mocninnd fada. Pak existuje
pravé jeden nezaporny prvek p € R* takovy, ze
e pro kazdé =z € R, |z — x¢| < p, uvedend fada konverguje absolutné,

e pro kazdé z € R, |z — x¢| > p, uvedend fada diverguje.

Prvek p spliiuje
1

P= lim supy, ., &/]ax|’

kde vyrazem 1/0 zde rozumime 400 a vyrazem 1/oco zde rozumime 0.

Véta 5 (Derivace mocninné fady). Necht fada > 07 an (2 — 20)™ konverguje pro |z —
zo| < R. Definujme

o0
f(x) :Zan(x—xo)", |x — 29| < R.
n=0
Potom fada Y oo ; na,(x — ¢)" ! konverguje pro |z — 9| < R a plati

f(z) = Znan(x—xo)"_l, |z — zo| < R.
n=1



n

Véta 6 (Operace s mocninnymi fadami). Necht f(z) = > 02 jan(z — 29)" a g(z) =

Yoo bn(x — 20)™ maji kladné polomeéry konvergence p; a ps. Pak
(a) f(z)+g(z) =3 olan + bp)(z — 20)", |z — 0| < min{p1, p2},

(b) f(x)g(z) =3 020Dy an—ibi)(x — x0)", |2 — x| < min{p1, p2}.

Véta 7 (Abel). Necht fada Y o7 ;an(z — 2¢)" mé polomér konvergence R € (0, 00).
Necht > an(y — x0)" konverguje v bodé y = zo + R. Pak

o0 o0
lim g anrnzg a, R"™.
n=0 n=0

r—R_

Poznamka 8. Analogické tvrzeni plati pro y = zg — R.

Poznamka 9. Rady

konverguji absolutné pro a > 1. Sinova rada konverguje neabsolutné pro 0 < a < 1
pro vSechna x € R, absolutné pouze pro x = 2kw, k € Z. Kosinova fada konverguje
neabsolutné pro x € R ruzna od 2krw, k € Z, pro které diverguje. Pro a < 0 fady
diverguji.

Priklady
Hint

(2arctanz/2)’ — 1+;2/4
Priklady

1. Co muzeme fict o souctu rad,

(a) je-li jedna z nich konvergnetni a jedna divergentni? ReSeni: Pak jejich
soucet diverguje. Uvahu je mozno vést pres definici fady, ta konvergentni
mé konvergentni posloupnost ¢astecnych souc¢ti. Pokud tohle zdavodnéni
nestaci, je vhodné si rozhodit soucty na piipady. Jestlize jedna ma kladny
soucet a druhd jde k —oo, tak muzeme pouzit vétu o aritmetice limit (na
limity ¢éstecnych soucti) a ziskdme divergentni limitu édstenych souctu. A
tak dale. Pokud bude jedna rada oscilovat a druha konvergovat, tak opét
vezmeme posloupnost ¢asteénych souctt a vybereme dvé podposloupnosti s
odlisnymi limitami (to pujde, vezmeme limsup a liminf, mame na to véty,



které?), a pouzijeme soucet limit ¢dstecnych souctu. Ziskame dvé odlisné
limity.

(b) jsou-li obé divergentni? ReSeni: Mohou nastat ruzné situace a nevime nic.
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konverguje.
Vysetiete konvergenci a absolutni konvergenci:

2.

sin 22 12

Inn

n=1
Reseni: Pouzijeme Dirichletovo kritérium, posloupnost

. nmw
sin —
12
ma omezené Castecné soucty, jednak si to pamatujeme a jednak je mozno si jed-

notlivé ¢leny rozepsat, za¢nou se opakovat. . . Posloupnost

Inn

je monoténni, nebot logaritmus je rostouci, jeho pfevracend hodnota je tedy
klesajici a jde k 0.

Absolutné diverguje, to 1ze dokézat nésledujici ivahou: hodnoty sinu se budou
neustale opakovat, objevi se jich tam 12, tedy lze fadu roztrhnout na dvanéct
sCitancu, kazdy bude s konstantou v ¢itateli a logaritmem ve jmenovateli. Takze
zbyva otazka, jestli fada s logaritmem, kde s¢itame jen kazdy dvanacty ¢len, musi
divergovat. Nejprve najdeme alespon jednu takovou fadu, kterd diverguje. Kdyby
véech 12 fad konvergovalo, tak konverguje i soucet, ale my vime, ze > >>;1/Inn
diverguje. Takze alespon 1 fada z nasSich dvanécti diverguje.

Ale co kdyz je to zrovna ta, kde sin = 0?7 Nevadi, nyn{ uz vime, ze jedna tada di-
verguje. Odhadneme tedy fadu tesné pred ni. Ta bude mit ¢leny vétsi, porovnavat
fady umime, také diverguje. Rozmyslete si, co délat, kdyz je to hned prvni fada.
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g sinn?
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Reseni: Rada nespliiuje nutnou podminku konvergence. Promyslete si, jak to
dokazete a ze to neni samoziejmé. Jednou z moznosti je pouzit Heineho vétu.

Urcete polomér konvergence a konvergenci v krajnich bodech:

4.
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Reseni: Pro uréeni poloméru konvergence je tfeba nejprve spravné uréit ¢leny
an. Ony se totiz nerovnaji 1/2", ale a,, = 1/2V™. Toto je dobré si promyslet. Pak

uz spocteme
1
limsup {/ — =1
n—>oop 2\/5

Kdyby byly potize s touto limitou, tak pouzijte vétu 3, Heineho, Vétu o limité
slozené funkce.

Tedy krajni body jsou 1 a -1. v obou ptipadech dostavame geometrickou fadu, o
které vime, ze konverguje absolutné.

n

> X

> ab>0
a™ + b"

n=1

ResSeni: Poc¢itame )

: 1
lim sup,, T

lim Va™ + b" = a,

n—oo

Tedy pro a > b mame

plyne to tieba ze dvou policajtu. Tedy p = a. Analogicky pro a < b, p = b.
Celkem p = max{a,b}.

Konvergence v krajnich bodech. Nechf a > b, pak nés zajim4 fada

[e.o] n

a
Zan+bn

n=1

Rada nespliiuje nutnou podminku konvergence:

. " . " 1
nh—>nolo an+bn :nh—{lgoai”]_+ (g)n =1

Obdobné pro bod —a a pro pripad b > a.

Urcete polomér konvergence:
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Za pomoci vhodné zvolené mocninné rady sectéte:

7.
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10.
> " 5. 3n71
Z(_l) 92n+1
n=1
11. Vysetiete konvergenci néasledujici fady:
=, ()i
>,

n=1

Navod: prozkoumejte jednotlivé useky, kde se méni znaménko, zkuste je odhad-
nout shora a pak na "nové” séitance pouzit Leibnize.

Domaci tdlohy
1. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergenci
oo (_1)[111 n)

n
n=1

2. Naucte se definici malého o a vétu o poloméru konvergence.



