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Teorie

Definice 1. Necht’ f je reálná funkce, a ∈ R a f má konečné derivace všech řád̊u v
bodě a. Pak

∞
∑

n=0

1

n!
f (n)(a)(x − a)n

Taylorovou řadou se středem v bodě a. Je-li a = 0, mluv́ıme o Maclaurinově řadě.
Připomeňme, že ve výše uvedeném vzorci uvažujeme 0! = 1 a 00 = 1.)

Definice 2. Mocninnou řadou o středu x0 ∈ R rozumı́me řadu
∑∞

k=0 ak(x− x0)
k, kde

x ∈ R a ak ∈ R pro každé k ∈ N ∪ {0}.

Věta 3. Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost s kladnými členy, splňuj́ıćı:

lim
n→∞

an+1

an

= A.

Pak také
lim

n→∞
n
√

an = A.

Věta 4 (Poloměr konvergence). Necht’
∑∞

k=0 ak(x−x0)
k je mocninná řada. Pak existuje

právě jeden nezáporný prvek ρ ∈ R
∗ takový, že

• pro každé x ∈ R, |x − x0| < ρ, uvedená řada konverguje absolutně,

• pro každé x ∈ R, |x − x0| > ρ, uvedená řada diverguje.

Prvek ρ splňuje

ρ =
1

lim supk→∞
k
√

|ak|
,

kde výrazem 1/0 zde rozumı́me +∞ a výrazem 1/∞ zde rozumı́me 0.

Věta 5 (Derivace mocninné řady). Necht’ řada
∑∞

n=0 an(x− x0)
n konverguje pro |x−

x0| < R. Definujme

f(x) =
∞

∑

n=0

an(x − x0)
n, |x − x0| < R.

Potom řada
∑∞

n=1 nan(x − x0)
n−1 konverguje pro |x − x0| < R a plat́ı

f ′(x) =
∞

∑

n=1

nan(x − x0)
n−1, |x − x0| < R.
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Věta 6 (Operace s mocninnými řadami). Necht’ f(x) =
∑∞

n=0 an(x − x0)
n a g(x) =

∑∞
n=0 bn(x − x0)

n maj́ı kladné poloměry konvergence ρ1 a ρ2. Pak

(a) f(x) + g(x) =
∑∞

n=0(an + bn)(x − x0)
n, |x − x0| < min{ρ1, ρ2},

(b) f(x)g(x) =
∑∞

n=0(
∑

n

i=0 an−ibi)(x − x0)
n, |x − x0| < min{ρ1, ρ2}.

Věta 7 (Abel). Necht’ řada
∑∞

n=0 an(x − x0)
n má poloměr konvergence R ∈ (0,∞).

Necht’
∑∞

n=0 an(y − x0)
n konverguje v bodě y = x0 + R. Pak

lim
r→R

−

∞
∑

n=0

anrn =
∞

∑

n=0

anRn.

Poznámka 8. Analogické tvrzeńı plat́ı pro y = x0 − R.

Poznámka 9. Řady
∞

∑

n=1

sinnx

nα

∞
∑

n=1

cos nx

nα

konverguj́ı absolutně pro α > 1. Sinová řada konverguje neabsolutně pro 0 < α ≤ 1
pro všechna x ∈ R, absolutně pouze pro x = 2kπ, k ∈ Z. Kosinová řada konverguje
neabsolutně pro x ∈ R r̊uzná od 2kπ, k ∈ Z, pro které diverguje. Pro α < 0 řady
diverguj́ı.

Př́ıklady

Hint

(2 arctanx/2)′ =
1

1 + x2/4

Př́ıklady

1. Co můžeme ř́ıct o součtu řad,

(a) je-li jedna z nich konvergnetńı a jedna divergentńı?

(b) jsou-li obě divergentńı?

Vyšetřete konvergenci a absolutńı konvergenci:

2.
∞

∑

n=1

sin nπ

12

lnn

3.
∞

∑

n=1

sin n2
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Určete poloměr konvergence a konvergenci v krajńıch bodech:

4.
∞

∑

n=1

xn2

2n

5.
∞

∑

n=1

xn

an + bn
, a, b > 0

Určete poloměr konvergence:

6.
∞

∑

n=1

(−1)n

n!

(n

e

)n

xn

Za pomoci vhodně zvolené mocninné řady sečtěte:

7.
∞

∑

n=1

2n(n + 1)

n!

8.
∞

∑

n=1

(−1)n

4n(2n + 1)

9.
∞

∑

n=1

3n+1

n22n−1

10.
∞

∑

n=1

(−1)n
5 · 3n−1

22n+1

11. Vyšetřete konvergenci následuj́ıćı řady:

∞
∑

n=1

(−1)[
√

n]

n

Návod: prozkoumejte jednotlivé úseky, kde se měńı znaménko, zkuste je odhad-
nout shora a pak na ”nové” sč́ıtance použ́ıt Leibnize.

Domáćı úlohy

1. Vyšetřete konvergenci a absolutńı konvergenci

∞
∑

n=1

(−1)[ln n]

n

2. Naučte se definici malého o a větu o poloměru konvergence.
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