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Teorie

Véta 1 (Mertens). Necht fada Y., a, absolutné konverguje a fada Y-, by, kon-

verguje. Potom
9] k o0 [e%9)
() - () ()
k=0 \=0 n=0 m=0

Véta 2 (Abel). Necht > 7 (an, Yo bm jsou konvergentni fady, jejichz Cauchyuv
soucin konverguje. Pak plati

0 k 00 0
> (o) = (L) (L)
k=0 \:=0 n=0 m=0
Véta 3 (Polomér konvergence). Necht >°7° ; ax(z—x0)¥ je mocninnd fada. Pak existuje
pravé jeden nezaporny prvek p € R* takovy, ze
e pro kazdé = € R, |z — x¢| < p, uvedend fada konverguje absolutné,
e pro kazdé = € R, |z — xg| > p, uvedend fada diverguje.

Prvek p spliiuje
1

p= )
limsupy, o V/|ax]

kde vyrazem 1/0 zde rozumime 400 a vyrazem 1/0o zde rozumime 0.

Véta 4 (Derivace mocninné fady). Necht fada Y o an(x — 20)" konverguje pro |z —
zo| < R. Definujme

oo
f(x) :Zan(:z:—:no)", |x — 29| < R.
n=0
Potom fada Y o0 | na,(x — 29)" ! konverguje pro |z — 9| < R a plati
o0
f(z) = Znan(x —z0)" 1, |z — zo| < R.
n=1

Véta 5 (Jednoznacnost mocninné fady). Necht Y0 (an(x —z0)™ a Y oo o bn(z —x0)"
jsou mocninné fady s kladnymi poloméry konvergence p; a ps. Pokud

o0 o0
Z an(z — x0)" = Z bn(x —x0)", x € (o —min{pi, p2}, xo + min{p1, p2}),
n=0 n=0

pak a, = b, pro kazdé n =10,1,2,... a p; = p2.



Véta 6 (Vztah k Taylorovu polynomu). Necht f(z) = > 02 an(z — xp)" mé kladny
polomér konvergence. Pak ZZ:O an(x — x9)"™ je Tayloruv polynom funkce f v bodé z
fadu n.

Véta 7 (Operace s mocninnymi fadami). Necht f(z) = > 02 an(z — x0)"
Yoo bn(x — 20)™ maji kladné poloméry konvergence p; a ps. Pak

ag(z) =

(a) f(x) +g(x) =D 0 o(an +bn)(x — z0)", |2 — 20| < min{py, pa},
(b) flz)g(z) =302 oOig an—ibi)(x — x0)", |z — zo| < min{py, po}.

Véta 8 (Abel). Necht tada Y 2 an(z — 20)™ ma polomér konvergence R € (0,00).
Necht Y>> jan(y — xo)"™ konverguje v bodé y = zo + R. Pak

o0 o0
lim g anr":E a, R"™.
n=0 n=0

r—R_

Poznamka 9. Analogické tvrzeni plati pro y = xg — R.

Véta 10 (Toeplitz). Necht {c, x;n, k € N} jsou redlnd ¢isla spliujici:
(1) limy oo > oy Cnk =1,
(2) limy—oo ¢k = 0 pro kazdé k € N,
(3) posloupnost {d 37 |cn k102, je omezend.

Pak pro kazdou konvergentni posloupnost {a, } plati

[e.o]

lim E Cprpar = lim a,.
n—00 ’ n—00

k=1
Priklady
Hint
n=1/22n+1)—-1/2
Urcete polomér konvergence a konvergenci v krajnich bodech:

1.

o0 n

X
2

n=0

Reseni: Budeme pouzivat Vétu o poloméru konvergence, nejprve se podivejme

na jednotlivé prvky zadani.
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Nyni je ziejmé, ze a, = 1/(n!), o = 0. Dosadime do vzorce:

1 1 1
= — =

p= = -
limsup,,_.., V/|lan| limsup, . ﬁ 0

Jelikoz posloupnost mé limitu, tak se netrapime s limes superior a pocitame jako
s limitou, existuje-li limita, tak se uz rovna limsup i liminf. Pozor na tu posledni
rovnost, ze 1/0 je nekoneéno je jenom nase iimluva a v zddném piipadé to neplati
obecné! (Nenf to limita.)

Celkem jsme zjistili, ze polomér konvergence je oo tedy fada konverguje na celém
R. Krajni body nefesime, limitu v nekonec¢nech také ne (suma a limita se nedaji
libovolné prohazovat, pozor na to).

n b’n

Z(a+2>x" a,b >0
n n

n=0

ReSeni: Bud muzeme zkusit pouZit vétu o operaci s mocninnymi fadami nebo

zkusit tlohu vyftesit pfimo.
a™ b
an = —+ —
n o n

Vysetfime dva pripady, nejprve a > b, pak

. am . a b a a" . 2a™ VOAL
a:hm"—gllmsup"—+—2§llmsup"——|——2§hm"— ="qa
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p=-
a

analogicky pro a < b:

nfb" . njat o b" . NIl L /207
b= lim {/— <limsup {/= + = <limsup {/— + — < lim \/7VO:ALb
n n n
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"

Tedy p = min{%,7}.
Krajni body vysetifme pro oba piipady zvlast. Radu rozvijime v 0, tedy krajni
body jsou p = min %, %}a —p = —min{

Nechf a > b. Pak nds zajim4 fada:

[e%S) n n ) n )
a b 1 1 b 1
) = = — > —

Z(n +TL2> a™ 2)<n+ann2> — ()n

n=0




Pouzijeme porovnéni fad (vSe je tu kladné!) a zjistime, ze rada diverguje, jelikoz
je to kladné, tak i v absolutni hodnoté. Druhy krajni bod:

i (C;: + Z;) (_a}l)n _ i ((—i)" N (_ai):?bn)

Toto muzeme roztrhnout na 2 konvergentni fady, prvni konverguje z Leibnize,
druhd taktéz. Tedy fada v krajnim bodé —1/a konverguje, ale nikoli absolutné.

Necht a < b. Pak nds zajimd fada:

> [a® b\ 1 =/ a" 1

%(n +n2) bn _7§)<bnn+n2>

Toto opét roztrhneme na 2 tady, prvni konverguje z d’Alembertova kritéria, o
druhé to vime. Tedy roztrzeni bylo korektni (roztrhli jsme na 2 konvergentni
fady), fada konverguje. Dosadime-li ndsledné jako krajni bod —1/b, muzeme
rozvnou Fici, ze fada konverguje absolutné.

Tim jsme hotovi, jen je tfeba dat pozor na piipad a = b.

[e.e]

Za”2x" ac(0,1)

n=0
~ 2
— o
ResSeni: a, = a"", tedy

2
. n 2 . n_
limsup Va® = lim a» =a” =0

n—00 n—0oo

Tedy p = o0.

2 (n))2a”
Z (2n)!

n=0

. nln!
msup {/ ——

pouzijeme znamou vétu a pocitame:

> , In!
Reseni: a, = (’;'n”)',,

0! 1! (2n)! 1)2 1
po A DD @)l (1?1
n—00 (2n +2)! nln! n—00 (2n + 2)(2n + 1) 4

Tedy p = 4.



Pro x = —4 mame:

S U2
|
~ (2n)!
pouzijeme Leibnize a zjistujeme, zda
124
lim ()
n—oo (2n)!
jde k 0. Porovname a, a any1:
an n!n!4"(2n + 2)! ~(2n+2)2n+1)  4n+2 <1
an+1  2n)!(n+D!(n+1)4-47 4(n+1)2 C 4n+4

Tedy posloupnost a,, je rostouci, prvni ¢len je roven 1, tedy zjevné nejde k 0, tedy
fada diverguje v bodé -4. Tedy v bodé 4 také.

Sectéte zadané rady na jejich poloméru konvergence:

1.

i x—2

n=1

Reseni: Nejprve je tieba urcit, jak vlastné vypadaji koeficienty fady. Radu
rozvijime v bodé 2, muzeme psat:

Pokud bychom chtéli fadu prevést na klasicky tvar, tak bychom zjistili, ze kazdy
lichy koeficient je nulovy, kazdy sudy je (v/3)".

Odtud muzeme spocist

1 1
lim sup V/|a hm ¢ = —
i lax| V3r o /3

Nulové ¢leny jsou mensi, ¢ili jsme je zanedbali,

p=13

Nyni muzeme zacit fadu scitat, opét si ji prepiSeme:

> (5%)

n=1



To je geometrickd rada, jejiz souCet zname, tedy

— [((z—2)2\" _ 1  (z—2)?
Z( 3 )‘1(90—2)2_3—(:5—2)2

n=1 3

Tento soucet plati pro viechna 2 na intervalu (2 — /3,2 + v/3). Zajimajf nas
krajni body. Necht tedy z = 2 + v/3, dosadime do Fady:

i2+\f22) i(\f%:il’
n=1 " n=1 (\/§)2n n=1
coz diverguje.
Nyni druhy bod, z = 2 — /3, ziskdme:
yLEMEC S JCTELEENS
n=1 (\[ n=1 \/g)Qn n=1 ,

coz také diverguje.

ResSeni: Nejprve spocteme polomér konvergence:

limsup /n =1

n—oo

p=1

Kdyby to byla geometricka rada > - ; 2", tak bychom ji uméli secist. A kdyby-
chom takovou geometrickou fadu zderivovali, tak bychom ziskali: > >, na"
coz uz je dost podobné tomu, co mame. Tedy polozme:

o o o / 1 ! T

_ _ -1 _ _ _

_E n:c"—wg nx” —x<§ x") _x<1—x>_(1—x)2
n=1 n=1 n=0

Pouzili jsme Vétu o derivaci mocninné fady, soucet geometrické rady a pak jsme
to jen seskladali dohromady. Zbyvaji krajni body, x = 1 a x = —1. Pokud by-
chom dosadili, tak ziskdme: Y °° | n, coz diverguje a Y .~ n(—1)", coz nespliluje
nutnou podminku konvergence.

Promyslete si vztah mezi fadou a funkci, ze mtizeme derivovat a k ¢emu nam to

bylo dobré.



i n(n+ 1)z"
n=1

Reseni: Situace analogicks jako vyse, p = 1,

n=0

00 00 00 " 1 "
:;nn—l—l = g n(n+1)z (Zx”"‘l) ::1,‘(1_33—1)

Tedy
2x
flz) = m,
divergence krajnich bodu se oduvodni stejné, jako v piredchozim piikladeé.

Opét jsme derivovali dle véty, pozor na to, ze je ob¢as potieba zkontrolovat indexy
u fad, zda odpovidaji, také je tfeba oSetfit soucet geometrické rady, kterd nejde
od n = 0, ale az od jednicky.

2n+1

o0
g 2n+

ResSeni: Rada ndpadné pripomina rozvoj sinu a kosinu.

& 2n—1

sinx = ;(—1)"1(271_1)!
© p2n
cosx = 7;)(—1) n)!

Trochu ndm piekazi to n, kterého se zbavime pomoci hintu: n = (2n+1)/2—1/2
a dosadime: -
1 1) 2n+1 1(=1)" 2n+1
Z “2n+1) (=1)"x _ 7( )"x
2 (2n+1)! 2 (2n+1)!

n=1

Roztrhneme na 2 fady (jelikoz nasledné zjistime, ze konverguji, tak to bude v
poradku):

00 - nm2n+1 x ann T
S Ly CE L St

| |
—r (2n + 1). 2 — (Zn) 2
a
& -1 ( 1)n 2n+1 1 & n 2n+1 1
D e 2n+ = —5(sinz —2)
n=1 n=1
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Opét seskladame dohromady

[e.9]

1 (_1)nx2n+1 1
2 5+ 1) @n+1)! 2 @n+l) 2 2

n=1

(—~1)nz?r*tl xcosx  sinx

Rady pro sinus a kosinus maji rozvoj na celém R, a i ze vzorce pro vypocet
poloméru konvergence ziskdme rozvoj nasi fady na celém R (dosad’te sami). Pfi
rozvoji bylo tfeba oSetfit posunuté indexovani (pozor na znaménka).

00 n
ch Cn = Zxkyn_k ’$|> |y’ <1
n=0 k=0

Reseni: (Opravené zadéni, k jde od 0.) U tohoto piikladu se bude hodit
Mertensova véta, jen je tieba spravné urcit fady a, a b,,, ale to nebude tézké,
pirimo se nabizi geometrické rady:

[o¢]
San—
n=0 -t
o

1
y"r=—

Tyto rady konverguji absolutné, tedy uziti véty nic nebrani a zjistime, ze

= 1
2 a1y

Domaci tlohy

1. Najdéte polomér konvergence a vySetfete konvergenci v krajnich bodech

[e's)
3n —9\n
S,
n

n=1

2. Naucte se definici Taylorovy a mocninné fady.



