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Teorie

Věta 1 (Vlastnosti o). Necht’ a ∈ R
∗.

(a) Jestliže
f1(x) = o(g(x)), x → a, a f2(x) = o(g(x)), x → a,

pak
(f1 + f2)(x) = o(g(x)), x → a.

(b) Jestliže
f1(x) = o(g1(x)), x → a, a f2(x) = o(g2(x)), x → a,

pak
(f1 · f2)(x) = o((g1 · g2)(x)), x → a.

(c) Jestliže

f(x) = o(g1(x)), x → a, a lim
x→a

g1(x)

g2(x)
∈ R,

pak
f(x) = o(g2(x)), x → a.

Definice 2. Necht’ f je reálná funkce, a ∈ R a f má konečné derivace všech řád̊u v
bodě a. Pak

∞
∑

n=0

1

n!
f (n)(a)(x − a)n

nazýváme Taylorovou řadou se středem v bodě a. Je-li a = 0, mluv́ıme o Maclaurinově

řadě. (Připomeňme, že ve výše uvedeném vzorci uvažujeme 0! = 1 a 00 = 1.)

Definice 3. Cauchyovým součinem řad
∑

∞

n=0 an a
∑

∞

m=0 bm budeme rozumět řadu

∞
∑

k=0

(

k
∑

i=0

ak−ibi

)

.

Věta 4 (Mertens). Necht’ řada
∑

∞

n=1 an absolutně konverguje a řada
∑

∞

m=1 bm kon-
verguje. Potom

∞
∑

k=0

(

k
∑

i=0

ak−ibi

)

=

(

∞
∑

n=0

an

)

·

(

∞
∑

m=0

bm

)

.

1



Věta 5 (Abel). Necht’
∑

∞

n=0 an,
∑

∞

m=0 bm jsou konvergentńı řady, jejichž Cauchẙuv
součin konverguje. Pak plat́ı

∞
∑

k=0

(

k
∑

i=0

ak−ibi

)

=

(

∞
∑

n=0

an

)

·

(

∞
∑

m=0

bm

)

.

Př́ıklady 6.

1

1 − x
=

∞
∑

n=0

xn x ∈ (−1; 1)

arcsinx = x +
1

2

x3

3
+

1 · 3

2 · 4

x5

5
+

1 · 3 · 5

2 · 4 · 6

x7

7
x ∈ (−1; 1)

arccos x =
π

2
− x −

1

2

x3

3
−

1 · 3

2 · 4

x5

5
−

1 · 3 · 5

2 · 4 · 6

x7

7
x ∈ (−1; 1)

arctanx =
∞
∑

n=0

(−1)n x2n+1

2n + 1
x ∈ (−1; 1)

Př́ıklady

Spočtěte limity:

1.
lim

n→∞

(

x3
− x2 +

x

2

)

e1/x
−

√

x6 + 1

Řešeńı: Nejprve uděláme rozvoje:

e1/x = 1 +
1

x
+

1

2x2
+

1

6x3
+ o

(

1

x3

)

(1 +
1

x6
)

1

2 = 1 +
1

2x6
+ o(

1

x12
)

a dosad́ıme:

lim
n→∞

x3

(

1 −
1

x
+

1

2x2

)

· (1 +
1

x
+

1

2x2
+

1

6x3
+ o

(

1

x3

)

) − x3(1 +
1

2x6
+ o(

1

x12
) =

lim
x→∞

1 + 1
x + 1

2x2 + 1
6x3 + o( 1

x3 ) − 1
x −

1
x2 −

1
2x3 −

1
6x4 −

1
xo( 1

x3 ) + 1
2x2 + 1

2x3

1
x3

+
1

4x4 + 1
12x5 + 1

2x2 o( 1
x3 ) + −1 −

1
2x6 − o( 1

x12
)

1
x3

=

lim
x→∞

1

6
−

1

2
+

1

2
−

1

6x
+

1

4x
+

1

12x2
−

1

2x3
−

1

x

o( 1
x3 )

+

o( 1
x3 )
1
x3

+
1

2x2

o( 1
x3 )
1
x3

−
1

x9

o( 1
x12 )
1

x12

=
1

6
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Jako obvykle jme použili jsme Peanovu větu. Podrobněǰśı návody hledejte v
minulém cvičeńı.

2.

lim
x→0

1

x

(

1

x
− ctghx

)

Řešeńı:

1

x

(

1

x
− ctghx

)

=
1

x

(

1

x
−

sin x

cos x
x

)

=
1

x

sinx − x cos x

x sinx

rozvineme:

sinx = x −
x3

6
+ Rsin x,0

3

cos x = 1 −
x2

2
+ Rcos x,0

2

lim
x→0

x −
x3

6 + Rsin x,0
3 − x + x3

2 − xRcos x,0
2

x2 sin x
=

lim
x→0

−
x3

6 + Rsin x,0
3 + x3

2 − xRcos x,0
2

x3
·

x

sinx

V OAL
= (

1

3
+ 0 − 0) · 1 =

1

3

3.

lim
x→0

cos x · arctan x − x

x(2ex − e2x − 1)

Řešeńı:

arctanx = x −
x3

3
+ o(x3)

cos x = 1 −
x2

2
+ o(x2)

ex = 1 + x1
x2

2
+

x3

6
+ o(x3)

e2x = 1 + 2x +
4x2

2
+

8x3

6
+ o(x3)

celkem:

lim
x→0

−x + x −
x3

3 + o(x3) − x3

2 + x5

6 −
−x2

2 o(x3) + o(x2)[x −
x3

3 ] + o(x3)o(x2)

−x3 − x4 + xo(x3)
=

lim
x→0

x3

x3

−
5
6 + x2

6 + o(x3)
x3 −

x2

2
o(x3)

x3 + o(x2)
x2 −

o(x2)
x2

x2

3 + x2 o(x2)
x2

o(x3)
x3

−1 − x + xo(x3)
x3

V OAL
=

5

6

Při výpočtu jsme použili větu o vlastnostech malého o, konkrétně prvńı část o
součtu (sečetli jsme očka od ex a od e2x.
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4.

lim
x→0

sinx

x

5. Dı́ky znalosti rozvoje 1/(1 − x) rozviňte 1/(x2 + 1).

6. Rozviňte funkci x2 cos x v 0 do polynomu s x6.

7. Rozviňte funkci
ex

1 − x
.

8. Rozviňte funkci tangens jako pod́ıl.

Domáćı úlohy

1. Ověřte pomoćı Taylorova rozvoje vzorec pro

1

1 − x
=

∞
∑

n=0

xn

.
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