1. cviceni

Teorie

Definice 1. Nechf f, g jsou realné funkce a a € R*. Rekneme, ze funkce f je v bodé a
malé o od g (znac¢ime f(z) = o(g(z)), © — a), pokud lim,_,, % =0.

Poznamka 2. Symbol malé o patii mezi tzv. Landauovy symboly.
Definice 3. Nechf f je funkce, a € R a existuje f(™(a) € R. Pak polynom

T (@) = fa) + f'(a)(z —a) +--- + %f(")(a)(w —a)', zeR,

nazveme Taylorovym polynomem rddu n funkce f v bodé a.

Véta 4 (Peanuv tvar zbytku). Necht a € R, n € N, f je redlnd funkce s kone¢nou
n-tou derivaci v bodé a a P je polynom stupné nejvyse n. FIE (nésledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni)

(i) P=T]"

(i) Tim, o ZE=2E — .

Pozndmka 5. 1. Vyraz Ry“(z) := f(z) — Tg’a(x) nazyvame zbytkem po Taylorové
polynomu rddu n.

2. Peanova véta tedy ik, ze f(z) — T (z) = o((z — a)"), z — a.

Veéta 6 (Lagrangeuv tvar zbytku). Necht f je redlnd funkce, a,z € R a a < =z.
Piedpokladejme, ze f mé v kazdém bodé intervalu [a, z] vlastni (n 4 1)-ni derivaci.
Pak existuje ¢ € (a, x) tak, ze
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Definice 7. Nechf f je realnd funkce, a € R a f m4 koneéné derivace vSech fddu v
bodé a. Pak

> P - a)"
n=0

nazyvame Taylorovou Tadou se stredem v bodé a. Je-li a = 0, mluvime o Maclaurinove
radé. (Piipomenme, Ze ve vyse uvedeném vzorci uvazujeme 0! = 1 a 0° = 1.)

Poznamka 8. Muze se stat, ze Taylorova fada bude konvergovat pouze pro z = a,
nebo sice bude konvergovat, ale ne k hodnoté f(x).



Piiklady 9. Nasledujici rozvoje konverguji k funkci na zadaném intervalu, rozvijime
v 0 a budeme je nadale automaticky pouzivat.
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Piiklady

1. Dle vzorce pro fadu rozviiite ¥ a dosad'te y = z2. Pak udélejte Tayloriv rozvoj
pro e* a porovnejte.
£E2

Reseni: Budeme rozvijet funkei f (z) = €*” v a = 0. Nejprve spocteme derivace.

f(x) =€ -2z

f(0)=0
f"(x) =€ -2z -2z + 2e"
f7(0) =2e° =2

x) = e’ 823 + e - 8z + 2¢% 2

Nyni dosadime do vzorce:

T () = (@) + f (@) (2= a) 4+ - fO () (2~ )"

22 0 2

T3 P(x) =14 4 (@ = 0) 4 o (2 = 0)F 4

Dalsi derivace si zajisté spoctete sami:)
A nyni jiny piistup. Vime, Ze rozvoj €Y v 0 vypadd nasledovné:

o0 n

v

nl’
n=0

e¥ =

Dosadime y = x2. Mame tedy:

:Z—'—l—i—x +-



Vzpomeneme si, co vime o jednozna¢nosti polynomu, o tom, ze muzeme provést
substituci a budeme si pamatovat, ze polynomy obéma zpusoby pocitani vychazi
stejné a neni to nahoda.

. Rozviiite funkei f (z) = —22% — 62 +2 v bodé a = 4. Jak vypadd Taylorova fada
pro polynomy?

Reseni: Prvni problém je, jak dlouhd fada bude. Uvidime.

fl(z) = -4z — 6
f(4) = —22
f'(z)=—4
f1(4) =—4

Vsechny dalsi derivace uz jsou rovny 0, ¢imz jsme ziskali odpovéd na otazku, jak
bude dlouhy rozvoj. Dosadime:

TSt = 54— 22 (z —4) —4(x — 4)* = =227 — 62 + 2

Vysel ndm puvodni polynom. Opét zauvazujeme o aproximaci polynomi, o jejich
jednoznaé¢nosti a stupni.

. Napiste T3*" 20,

Reseni: Tady bude spousta derivovani. Derivaci bude stejné, jako je stupei
polynomu, tedy 5.

1
!
xTr) =
f(z) cos? x
2sinx
1!
T) = ———
(@) cosd z
1 tan? x
11
) =2 4
) costz + cos? x
. 8sinx tanx Stan? x
f(Z'U) (x) — 5 1 5
cos® T costx Ccos® T
f(v) (2) =8 2cosz + 10 cos* zsinx + 3sin® z cosx — Hcosrsinx
cosi0

Dosazeni 0 do derivace uz nebudeme rozepisovat a rovnou vysledek:

2 16 1 2
Tga”’o:0+1-x+0-m2+6x3+0~x4+1—mx5=x+§w3+T5x5



4. Napiste Taylorovu fadu pro funkei f () = In(cosz) v bodé a = 0 az do ¢lenu s

k.
Reseni: Nyni uz rutinné:
—sinz
f(z) =
Ccos T
—1
1
T) = ——r
(@) cos? x
—2sinx
11
)= —p
17 (@) cosd x
. 1 tan? x
@) (2) = =2 —4
f (@) costz cos? x

Opét rozvoj v 0, tedy méme:

4
Spoctéte limity:
1.

Tln(cos x),0

Reseni: Nejprve rozvineme nékteré funkce:

a nyni dosadime:

1 1 2
—041-0-20—-224-.0-2°— =24
+ T 2:): +6 T 24:r
hmezsinx—x(l—i-x)
z—0 $3
2 3
xr X T
Jzzl s - Re’o
+ x4+ 5 + 6 + fig
'773 sin z,0
sinxzw—g—i—Rg ’

2 3 z
(1+2+L+5+R™) (z- 2+ RB") —2(1+2)
lim =
x—0 LL’S
23
i CC—*—FRSIHIO +z _7+$Rsm330 7_12+ Rsma:O
1m
z—0 3
e® .0 3 per,0 sin z,0 e” .0 2
TRy 7 — F Ry + Ry "Ry 7 —x -1
3
3 i 5 2 i z 3 z i z
‘ a3 +Rsmz,0 + Rsme oz + LRsmm,O —I—I'Re 0 LRE ,0 + Rsmm,O . Re ,0
lim 3 6 12 2 73 3 6 "3 3 3
z—0 3
VOAL 3 1‘4 5 sin z,0 sin z,0 xQ Rsmx ,0
lim — lim im + lim + lim 2 - lim —3 + lim — lim
20 313 250 623 201223 ' 40 23 z—0  1—0 z—0 2 20 3
e’ .0 3 e 0 sin z,0 ReI,O
lim 2 lim —2— — lim — lim —2— + lim 2% lim =2 lim —2— =
3 3 3 3
z—0 z—0 X z—0 6 z—0 X z—0 z—0 €T z—0 X




Vsimneme si, ze misty je vhodné si pujéit a vratit. Jednotlivé limity nyni uz
spoc¢itame snadno, je tfeba pouzit jen Peanovu vétu, ktera ndm fekne, ze

Rsin x,0 e .0

. R
=0 a lim,_,g =35

lim, g = 0. Jak jsme poznali, ze je tfeba rozvijet do

tretiho stupné. Jistou ndpovédou je jmenovatel (z3) a v ¢itateli  — 22, musime

rozvijet alespon tak dlouho, abychom tento problémovy ¢len pozrali.

z—0 T sin x

Reseni: Nejprve prevedeme na spole¢ného jmenovatele a pak rozvedeme sin x.

1 1 sinx —x
r sinx Tsinx
sin z,0

sint =x+ 0+ R,

tady si v§imneme toho, ze x je rozvoj sinu jak prvniho, tak druhého stupné. A
dosadime:

. sinz—x . x+ R -z .. Ry x voar
lim ———— = lim ——=——— = lim — =
z—0 zsinx  2—0 rsinx a0 T

- 1=0
sinz

Pouzili jsme opét Peanovu vétu, znamou limitu sinu a Sikovné jsme si pujcili a
vratili. Pozor na rozvijeni sinu, pokud udéldma rozvoj ”jen” do prvniho stupné,
tak to nebude stacit, je tfeba udélat polynom stupné 2. Co na tom, ze vypadaji
stejné:)

lim S/x6+x5— {3/.%‘6—565

r— 00

Reseni: Prvni otézka je, co vubec s tim. Tak nejprve je tieba pievést vyraz
na néjaky tvar, ktery uz umime rozvinout. Nabizi se vyraz (1 + y)*. Zéroven
premyslime, kde se tento vyraz dé rozvinout (totiz) na (-1;1) a co s tim. Tedy

;
\/m6+:r5—1/x6 1—|— —x

Jelikoz x jde k nekonecnu, tak se zajisté vyraz 1/x dostane ¢asem pod jednicku.
Tedy muzeme rozvijet:

1

x

(o3) = (0)+ (1):
(-2 = () (1) ()

(=]



Nelekneme se pouzité Peanovy véty, kterd nam poskytla moznost vSe zapsat za
pomoci malého o, a dosadime:

. 1 1 1 1 . 1 1 1 1
limz(l1+ —+o(—-)|—2|1l-——4+0|—— )= lim z+-+z0 —T+——z0 | ——
T—00 6x T 6x T T—00 6 T 6 T

Nyni je potieba jen pievést vyraz na néjaky rozumny tvar, co uz umime fesit:

1 o(3)  o(=3) voar
mlingo§+ g + _g = 3

Poptremyslime, pro¢ zlomky s o(1/z) jdou k 0. Jelikoz x — oo, tak 1/z —
0 a celou dobu se tak pohybujeme kolem 0, u které také mame Peanovu vétu
(véimnéte si, Ze v jejim znéni neni o nekone¢nu ani slovo, vse je realné). Diky
tomu je celd akce také v poradku.

Mimo jiné si budeme pamatovat, ze limity u nekonecna je vhodné néjakym
zpusobem pievést k 0, protoze v nekoneénu nemame néstroje k jejich feseni.

1
lim z — 2%1n <1+ >
T—00 T

ResSeni: Rozvineme logaritmus:

1 1+1 L 1 + L
n l==—-—"—+40o|=
x x  2z2 22

11 1 1 o(3%) voar 1
: S = - - _ x 24 -
lenolox * (x 2x2 to <x2)> 2 L 2

mozné udélat rovnou subtituci y = 1/x (odivodnime podminky u limity slozené
funkce:) a fesime s y).

a dosadime:

vev s

. Urcete pfibliznou hodnotu /e a odhadnéte chybu.

. Urcete hodnotu e s presnosti 1072,

. Urcete chybu pro sinx ~ = — %3, kde x € [-1/2,1/2].
. Uréete chybu pro /1 +z ~ 1+ 5 — ’”—;, kde z € [0, 1].

. Uréete hodnotu pro In (1.01) s piesnoti 10~%.



Domaci tlohy
1. Uréete ptibliznou hodnotu vyrazu v/30 a odhadnéte chybu.

2.
I sin (sinz) — 2v/1 — 22
im

z—0 x°




