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Teorie

Véta 1 (O derivaci slozené funkce). Necht f m4 derivaci v bodé yy € R, g m4
derivaci v bodé zg € R, y9 = g(xo) a g je v bodé z( spojitd. Potom

(fog) (z0) = f'(yo)d (x0) = f' (9(x0)) g'(x0),

je-li vyraz na pravé strané definovan.

Véta 2 (L'Hospitalovo pravidlo). (a) (verze “37) Necht a € R*, necht

lim f(z)= lim g(x) =0

r—a+ r—a+

a necht existuje
)
im

z—at /()

lim @ = lim f'(@)

e—at g(x) et /(7))

Potom

(b) (verze “«o%”) Nechf a € R*, necht

lim |g(x)] = o0

r—a+

a necht existuje

f'(z)
v—at g'(x)
Potom
lim @ = lim fz)

zmat g(x)  wmat g'(2)

Analogicka tvrzeni plati pro limity zleva.

Véta 3 (O limité derivaci). Necht funkce f je spojitd zprava v bodé a a necht
limg a4 f'(z) = A € R*. Pak f!(a) = A.



Derivace:

(arcsinzx) = \/1%7372 (Inx) = i
(a") = na""! ) 1 (sinhz)" = coshx
(sinz)’ = cosx (aecose) = V1—a? (coshz)" = sinh z
(cos )’ == silnx (arctanz)’ = 1 —:3:2 (tanh)’ = (:osllrl2 T
(tanz)" = cos? (arcctg) = ﬁ (cothz) = sixillz -
(cotz)" = si;jx (€7) = ¢ &b — (blna

Piiklady

0. priklad, aneb co bylo na cviceni Spatné. Spoctéte derivace nasledujici funkce:

arctan x x| <1
1) ={ 7] <
2

Zsgnx + 1 [z| > 1

Reseni: Prvné si funkci nakreslime. A co zjistime, ze v bodé 1 je spojita,
kdezto v bodé -1 mé skok. (arctanl = 7 /4, arctan —1 = —m/4.)
Nyni spocteme derivace rutinnim zpusobem tam, kde to snadno pujde.

e pro |z| < 1 mame
1

1+ 22

,_(m -1 /_1
f(“r)_<4+ 2 )_2

;L T r—1 /_1
f(x)_(_4+ 2 )_2

A nyni dopo¢teme derivace v hrani¢nich bodech.

f(z) = arctanz’ =

e pro x > 1 mame

e pro x < 1 mame

e v bodé 1 je funkce spojitd z obou stran, uzijeme tedy vétu (viz Teorie)

f-(1) = arctan’(1) = 1j12 - %
r (T rz—1 ! B 1
fe(1) = <Z+ 5 ) (1) =3



e v bodé -1 je funkce spojitd zprava, pouzijeme vétu
T x—1Y 1
== —1) ==
f+(=1) <4 T ) (—1) 5

zleva ovSem spojita neni, a jelikoz je tam skok, nezbude, nez to vzit pres
definici, pocitame tedy:

f(=1—h)—f(-1) -2l _=x
J— /: —
=y n . 3
. —h-2 : 1 —1voar 1
_hh_gl_ o7 ——}}if(l)l_-gﬁ*w = —§+OO—OO

Pozor na to, ze funkce jde k nule zleva.

Nyni porovname s obrazkem, co jsme si nakreslili a zjistime, ze je to dobfe,

protoze v -1 ma funkce skok smérem nahoru. Zavér je, ze v -1 existuji jen

jednostranné derivace a nerovnaji se. A kde byla ta chyba? Nepouzivejte

véty, kde neovérite predpoklady, doufam, ze si z mého odstrasujiciho prikladu
vezmete priklad.

Pomoci L’Hospitalova pravidla spoctéte nasledujici limity

1. .
Sin ax

im —
z—0 sin bx

Reseni: Sinus v 0 je 0, sinus a0 a b0 taky, tedy typ ” 0/0” a snadno uzit
L’Hospitala.

a 1

. sinar g .. a-cosar voar alim,_,gcosax
lim — = lim——— "=
z—0 sin bx z—0 b - cosax blim, ,gcosbr b 1
Pouzili jsme Dci slozené funkce (sin ax), VOLSF (cos je spojity), VOAL.

Je dobré si ujasnit, ze b # 0, jinak ten vyrazjiz od zacatku nedava smysl.

.1 —cosa?
lim T2 i 2
r—0 z?sinx

Reseni: Tady by zjevné bylo rychlejsi limitu rozlozit podle znamych vzorci.
Ale L’Hospitalem to pujde také. Typ je 70/0”.



1—cosx? m .. 21 - sin 12 ) sin x2 I'H

limi2 ——— = lim — 5 2:hm — 5 5 =
z—0 x?sinx z—0 2 -sinx? + 2% - 2x - cosx z—0 sin x* + % - cos T
' 21 cos &2 . cos 2 VOAL
lim 2 2 2 : 2:11m 2 2 2. a2
z—0 2x cosx? + 2xcosx? —x? - 2x -sinx z—0 COS T + cosx? — x* -sinx
1 1
1+1-0 2

Pouzili jsme dvakrat L’Hospitala, oba typy ”0/0”, derivovali jsme slozenou
funkei (vSe je krdsné spojité) a soucin (totéz), VOAL uz je obligatni.

arcsin 2x — 2 arcsin

lim
z—0 ;1;‘3

Reseni: Uvédomime si, ze arkussinus nabyva v 0 nulové hodnoty a huré
na typ ”0/0”.

. . 2 2

. arcsin2r — 2arcsin® p'y .. ii? Vi L'H

lim = lim =

z—0 ,j(j"?’ z—0 31‘2

1242w (—3) 2:(-2)z 1 zEh2 1y 22 s 9

. 2 \/(1—422)3 27 \/(1—22)3 . 2 \/(1—422)3 2/ /=223 voaL T T I
1m = 11m — _
=1

Dilezité je neroztrhnout hned ten druhy zlomek, ktery ndm vyjde (vychézelo
by oo — o0), pak uz jen nenasekat chyby pii derivovani téch odmocnin a
nezapomenout na vnitini funkci. Z tohohle ptikladu je dobré si odnést
jakousi "predtuchu”, kdy pouzit derivovani. KdyZ si totiz prohlédneme 22
uvnitt odmocnin, tak si vSimneme, ze nam derivace vystéhuje jedno x ven, a
Ze toto x se sezere s tim, které vyleze ve jmenovateli. Je to trosku magie. . .

lim 21/

r—1

Reseni: Nejprve zlomek obvyklym zptisobem rozepiseme.

lim :L,l/(l—x) lim 61/(1—x)~1na:

z—1 z—1
Dale pokracujeme dle véty o limité slozené funkce (exponencidla je spojitd)
a L’Hospitalime, typ ”0/0”.



—1 —

Celkem mame e .

. 1/z2
. arcsin xr
lim (| ———
x—0 €x

Reseni: Nejprve rutinné prepiseme.

arcsinz \ Y% 1 ;
lim [ ———— = lim e?'ln( e )
x—0 €x z—0

Dle limity slozené fce fesime jen vnitini funkci. Tedy nés zajima

. 1 arcsin x
lIm — - -In|{ ——
z—0 X

arcsin

a vime, ze lim,_,o = 1 a prosté si pujcime a vratime. Tedy

1 arcsin x o1 In (W) arcsinx — x
hm—2-ln _— :hm—Q- . .
=0 T x e—0 g2 MERL ] x
Nyni se podivame na limitu
In (arcsinx)
lim ——%—~.
z—0 arcsinr 1
xr
Zname limitu pro logaritmus lim,_,; % =1 a vime, ze lim, o #=* =1,

tedy pouzijeme vétu o limité slozené fce. Podminky nam da vnitini funkce,
protoze arcsin x = z jediné v 0 (prohlédnéte si prubéh sinu, arkussinu a x),
takze na prstencovém okoli nenabyva své limity.



'
y
+3.0
+2.0
o~ +1.0 —
25 \
/ \ b,

/ + k- + + \'-\ t Lol

_3my2 —n\\ _nj2 +2 +n +3m/2 /

\ i
\H_;f 10 : | g
2.0
—3.0

Tuto limitu jsme tedy vyftesili a budeme se vénovat zbytku. Zde je ¢as na
L’Hospitala.

. 1
arcsinT — T ’H

1 —2z
: iy V2 L yn | 12 a2
zli% 3 zli% 32 z—0 3 2x
11 1 voar 1
70 32 (1 —22)3 6



Dosadime zpét:

’ 1 In (@) arcsinz — voarL | 1
x{%;‘amiinx_l' T o 6

Zbyva dosadit do celé funkce, vysledek je e'/S.




Najdéte (jednostranné) derivace nasledujicich funkei

T <0

f(x):{ In(l+2) >0

Reseni:

+7.074
+6.0
+5.0
+4.0
+3.0 | (700 =m0
g(x) = xP.0 1
1.0

L)

-4.0 -2.0 0 +2.0 s
-2.0
-3.0
-4.0
-5.0
—-6.0
-7.0

f’(x):{ 11 r <0

—— x>0
Zbyva 0, funkce je tam spojita, tedy dle véty o limité derivaci:

lim 2’ = lim 1 =1
rz—0+ z—0+



lim In(1+2z) =

z—0—

Leva i prava dce se rovnaji, tedy f'(0) = 1.

f(2) = 2t =

f@) = 2t

Reseni: Prvné funkei prepiSeme a pak promyslime podminky.

z .
v Inz — elnaze

zlnax

[ fix) = x~(x~ x}]

L)

—-4.0

—-2.0

-1.0
-2.0
-3.0
—4.0
—>:0
-6.0
-7.0

+2.0

Opakované mame x v logritmu, tedy x > 0. Dale derivujeme

funkei:

slozenou



/l‘ _ x(m”‘) ,: emxlnx _ elnm-e’“nx ,: elnx-exlnx . lnx_exlnx ’:
@)= (
(elnm-ezlnz) . (é L prinzx —|—11’1.T mln:v

Trinx ].
(elnx'e 1 ) . <_ e L lng (exlnx (rlnz) )
x
_'_

rinx 1
<elnx-e ! ) . (_ . exlnx +lnx (emlnm . 1—|—11’1.T
X

@) . (az +Inz-2%(Inz ))
x

Pouzili jsme aritmetiku derivaci a dci slozené funkce. To vSe jsme mohli
udélat proto, ze je tu spojité témér vSechno, k tomu nam pomuzou véty
z prednasky o spojitosti logaritmu, polynomu a véty o spojitosti slozené
funkce, nasobku, souctu a podilu (s podminkou, ze v ¢itateli nevychézi 0).

Derivaci v 0 zprava pocitat nebudeme, neb tam funkce neni definovana.

f(z) = Vsinz?
Reseni: Nejprve zderivujeme a pak budeme rozebirat problémy:

1 x cos 2

ccosx? 2 =

1
2 y/sin x2 vsin 22

f'(x) =



+3.0

+2.0

+3m/2 +2n

—3n/2

-1.0

—-2:.0

-3.0

A nyni ty potize, vyraz pod odmocninou musi byt nezaporny, tedy prvni
podminka: sin2? > 0 tedy 2% € [0, 7]+ 2k, tedy |z| € [V2kT,\/(2k + 1)7],
kde k € Z. Vysledek derivovani nam jesté d& podminku na nenulovost
jmenovatele, tedy dohromady: |z| € (vV2km, \/(2k + 1)7), kde k € Z.

Toto jsou problémové body, kde budeme hledat derivaci zvlast. Mimo tyto
body a tam, kde je funkce definovand, je funkce ovsem spojita (v krajnich
bodech jen zleva nebo jen zprava). Takze muzeme uzit vétu o limité derivaci,
tedy pro k # 0:
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2

C(Vokm) = lim 8T
f+< ) z—/2kr+ V/sin 22
X cos &

[V (©2k+ D)) = lim . = —00
Wi 2 w—y/(@k+1)r— Vsin 22

Tyto vypoéty je tieba fadné promyslet a oduvodnit! (Proé¢ jednou je limita
zprava a pak zleva a pro¢ vychazi riznd nekonecna). Zbyva 0, tedy:

2
f1(0) = lim TEBT VOAL hiry cosa? - lim —mee =
=0+ /gin x2 r—0+ @—0+ /sin 22
: x T°  VOAL
1 lim ——=—= ="1-1=1
r—0+4 4 /.TQ v/ sin x2
Analogicky:
zcosx? voar T
f2(0) = lim =" lim cosz? - lim =

z—0— /sin 22 z—0— z—0— +/sin 22 B
xXr vV :L‘2 VO_AL _

1 lim ——— 1-1
z—0— /22 1/sin 2

lim LY voAr _y
2—0— |x| \/sin 22

= —1

f(@) = [ |||

Reseni: Prve funkci rozepiseme, jak vlastné vypada:
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fix) = |Un|x|)|

+3.0

—3m2 -n -2 +m2 +m +3m2 x
<3148
-2.0
-3.0
Inzx z>1
—Inx z € (0, 00)

fw) = —In(—z) x€(-1,0)
In(—x) r<—1

A nyni derivujeme:

% z>1
1
/ _ z ZL‘E(0,00)
fla) = —% zr € (—1,0)
1 z<-—1

V bodech 1 a -1 je fce zleva i zprava spojitd, pouzijeme tedy vétu o limité

def:
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10.

P
/(1) = lim - -1
P
1) = i =1
f (=1)= lim 1 —1
o

V 0 nic pocitat nebudeme. Pro¢? Protoze funkce tam neni definovana.
Tedy derivace neexistuje, protoze do limity, ktera derivaci definuje, bychom
nemeéli co dosadit.

11—z <l
flx)y=¢ (I1—-2)2—2) 1<z<2
—(2—1x) > 2

Reseni: Postup stéle stejny, funkce je zleva i zprava spojitd (funkce jde v
limité ke své funkéni hodnoté), tedy:
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—3m2 -n -2 \m'z/ +m +3m2

-1.0
2.0
—3.0
-1 r<l1
flx)=X 20 -3 1<x<2
1 x> 2

a aplikujeme vétu:

(1) = lim —1=—1= lim 2z —3 = f/(1)

r—1— r—14+

fi@2)= lim 22 —3=1= lim 1= f(2)

T—2+ T—2—

11. Naleznéte A, B € R, aby na R platilo:

1 1 '
A+ 2 — arctanz + (5(1 + a%) arctan x — 51') (In(1 4 2*) — 1)]

= (Ax — B)(arctan z) In(1 + %)

15



Reseni: Derivujeme
1 2 1 2 /
A+ — arctanz + 5(1+x)arctan:c—§x (In(14+2%)—-1)| =

1 1 17
1 + [—(1 + 2%) arctanz — éx] (In(1 +2?%) — 1) +

1422 |2
1(1+ %) arct ! L
— A arctanxr — —o& A =
2 2 1+ a2

] (In(1+42%) — 1) +

2

x
T arctanzr — 5 =
1+z

arctanz - In(1 4+ 2%) = (0- z + 1) arctanz - In(1 + 2?)

1 1 1 1
+ |—= + - arctanz - 2z + = (1 + 2?)
1+ a2 2 2 2 1+ a2

Co je tieba si uvedomit: A a B jsou obyc¢ejné konstanty, pii derivovani
zmizi. PTi derivovani uzita aritmetika derivaci a derivace slozené funkce, je
dobré védet, ze je spojité iplné vSechno (véty o spojitosti z prednédsky).
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