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Teorie

Definice 1. Necht’ f je reálná funkce a a ∈ R. Jestliže existuje

lim
h→0

f(a + h) − f(a)

h
,

pak tuto limitu nazýváme derivaćı funkce f v bodě a. Znač́ıme

f ′(a) := lim
h→0

f(a + h) − f(a)

h
.

Věta 2 (Aritmetika derivaćı). Necht’ a ∈ R a necht’ f a g jsou funkce definované na
nějakém okoĺı bodu a. Necht’ existuj́ı f ′(a) ∈ R

∗ a g′(a) ∈ R
∗.

(a) Plat́ı
(f ± g)′(a) = f ′(a) ± g′(a),

(b) Je-li alespoň jedna z funkćı f , g spojitá v bodě a, pak

(fg)′(a) = f ′(a)g(a) + f(a)g′(a),

(c) Je-li funkce g spojitá v bodě a a nav́ıc g(a) 6= 0, pak
(

f

g

)′

(a) =
f ′(a)g(a) − f(a)g′(a)

g(a)2
,

vždy je-li výraz na pravé straně definován.

Věta 3 (O derivaci složené funkce). Necht’ f má derivaci v bodě y0 ∈ R, g má derivaci v
bodě x0 ∈ R, y0 = g(x0) a g je v bodě x0 spojitá. Potom

(f ◦ g)′ (x0) = f ′(y0)g
′(x0) = f ′ (g(x0)) g′(x0),

je-li výraz na pravé straně definován.

Věta 4 (O derivaci inverzńı funkce). Necht’ f je spojitá a ryze monotónńı v intervalu I a
necht’ a je vnitřńım bodem I. Označme b := f(a). Potom

(a) je-li f ′(a) ∈ R
∗ \ {0}, pak (f−1)

′
(b) = 1

f ′(a)
;

(b) je-li f ′(a) = 0 a f je rostoućı (respektive klesaj́ıćı), pak (f−1)
′
(b) = ∞ (respektive

(f−1)
′
(b) = −∞).
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Derivace:

(xn)′ = nxn−1

(sin x)′ = cos x

(cos x)′ = − sin x

(tan x)′ =
1

cos2 x

(cot x)′ =
−1

sin2 x

(arcsin x)′ =
1√

1 − x2

(arccos x)′ =
−1√
1 − x2

(arctan x)′ =
1

1 + x2

(arcctg)′ =
−1

1 + x2

(ex)′ = ex

(ln x)′ =
1

x

(sinh x)′ = cosh x

(cosh x)′ = sinh x

(tanh x)′ =
1

cosh2 x

(coth x)′ =
−1

sinh2 x

ab = eb ln a

Př́ıklady

Spočtěte derivace následuj́ıćıch funkćı f(x)

1.
x +

√
x + 3

√
x

Řešeńı: Použijeme aritmetiku derivaćı (AD) a poučku: xn′ = nxn−1, tedy

(x +
√

x + 3
√

x)′
AD
= 1 +

1

2
x

1

2
−1 +

1

3
x

1

3
−1 = 1 +

1

2

1√
x

+
1

3
3
√

x2

Nezapomeneme na podmı́nky: x > 0 (kv̊uli druhé odmocnině a jmenovateli).

2.
3
√

x2 − 2√
x

Řešeńı: Totéž:

(
3
√

x2 − 2√
x

)′ = (x2/3 − 2x−1/2)′
AD
=

2

3
x2/3−1 − 2 · (−1

2
)x−1/2−1 =

2

3

1
3
√

x2
+

1√
x3

Podmı́nky: x > 0.

3.
x√

a2 − x2

Řešeńı: Budeme derivovat pod́ıl a nav́ıc složenou funkci. Tak tedy:

(
x√

a2 − x2
)′

AD
=

x′
√

a2 − x2 − x
√

a2 − x2
′

√
a2 − x2

2

2



Nyńı si zderivujeme složenou funkci, vněǰśı funkce bude f(y) =
√

y, a vnitřńı g(x) =
a2 − x2, která je nav́ıc spojitá na celém R.

f(y)′ =
1

2

1√
y

g(x)′ = −2x

nezapomeneme, že a je konstanta a jej́ı dce je tud́ıž nulová, celkem

f(g(x))′ =
1

2

1√
a2 − x2

· (−2x)

Nyńı se můžeme vrátit k p̊uvodńımu výrazu:

x′
√

a2 − x2 − x
√

a2 − x2
′

√
a2 − x2

2 =
1 ·

√
a2 − x2 − x1

2
1√

a2−x2
(−2x)

√
a2 − x2

2 =
a2

√

(a2 − x2)3

Podmı́nky: : a2 − x2 > 0 (pod odmocninou a ve jmenovateli), tedy |a| > |x|.

4.
1

4
ln

x2 − 1

x2 + 1

Řešeńı: Složená funkce, vněǰśı f(y) = ln y a vnitřńı g(x) = x2−1
x2+1

, spojitá až na
x = ±1, takže:

f(y)′ =
1

y

a

g(x)′ =
2x(x2 + 1) − 2x(x2 − 1)

(x2 + 1)2
,

tady jsme použili větu o derivováńı pod́ılu (má podmı́nky, které jsme ovšem pořešili
o dva řádky výše). Celekem:

(

1

4
ln

x2 − 1

x2 + 1

)′
SD
=

1

4

1
x2−1
x2+1

· 2x(x2 + 1) − 2x(x2 − 1)

(x2 + 1)2
=

x

(x2 − 1)(x2 + 1)

Podmı́nky: x 6= ±1, neb se vyskytuje ve jmenovateli s -1. Ale nav́ıc máme ještě
výraz uvnitř logaritmu, který muśı být kladný. Tedy:

x2 − 1

x2 + 1
> 0,

což dává podmı́nku: |x| > 1.
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5.
ex(x2 − 2x + 2)

Řešeńı: Tady se seznámı́me s ex a otestujeme aritmetiku derivaćı. Tedy:

(ex(x2 − 2x + 2))′
AD
= ex′(x2 − 2x + 2) + ex(x2 − 2x + 2)′ =

ex(x2 − 2x + 2) + ex(2x − 2) = ex · x2

Věta použita, neb ex je spojité všude.

6.
xp(1 − x)q

1 + x

Řešeńı: Dce pod́ılu a zároveň součinu:

(

xp(1 − x)q

1 + x

)′
AD
=

[xp−1(1 − x)q + xpq(1 − x)q(−x)](1 + x) − xp(1 − x)q · 1
(1 + x)2

Podmı́nky: x 6= −1, pro př́ıpad, kdy p < 0 nebo q < 0 nutno ještě přidat podmı́nky:
x 6= 0, x 6= 1, což nám zároveň zaruč́ı spojitost pro podmı́nky věty.

7.
xx

Řešeńı: Tady nutno nejprve rozepsat a až poté derivovat:

xx = ex ln x.

To je složená funkce, tedy: f(y) = ey, f(y)′ = ey a g(x) = x ln x a g(x)′ = 1·ln x+x· 1
x

(derivace součinu, x je spojité na celém R). Celkem máme:

(ex ln x)′ = ex ln x(ln x + 1) = xx(ln x + 1)

Jelikož se x vyskytuje v logaritmu, tak x > 0. Jinak x i ln x jsou spojité a jejich
součin je také spojitý, máme podmı́nky věty.

8.
ln(ln2(ln3 x))

Řešeńı: Úloha na v́ıceré užit́ı složené funkce, začneme od začátku: f(y) = ln y,
f(y)′ = 1

y
, g(x) = ln2(ln3 x), s jej́ı derivaćı počkáme. Takže máme:

(ln(ln2(ln3 x)))′
SD
=

1

ln2(ln3 x)
· (ln2(ln3 x))′

věnujme se zbylé derivaci, vněǰśı funkce f(y) = y2, f(y)′ = 2y a vnitřńı g(x) =
ln(ln3 x). Celkem:

(ln2(ln3 x))′
SD
= 2 ln(ln3 x) · (ln(ln3 x))′.
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Dále, vněǰśı f(y) = ln y, f(y)′ = 1
y

a vnitřńı g(x) = ln3 x, derivace se uvid́ı za chv́ıli.
Źıskali jsme:

(ln(ln3 x))′
SD
=

1

ln3 x
· (ln3 x)′

Pokračujeme, vněǰśı f(y) = y3, f(y)′ = 3y2 a vnitřńı g(x) = ln x, g(x)′ = 1
x
, celkem

(ln3 x)′ = 3 ln2 x · 1

x

Takže celé dohromady to je:

(ln(ln2(ln3 x)))′
SD
=

1

ln2(ln3 x)
· (ln2(ln3 x))′

SD
=

1

ln2(ln3 x)
· 2 ln(ln3 x) · (ln(ln3 x))′

SD
=

1

ln2(ln3 x)
· 2 ln(ln3 x) · 1

ln3 x
· (ln3 x)′

SD
=

1

ln2(ln3 x)
· 2 ln(ln3 x) · 1

ln3 x
· 3 ln2 x · (ln x)′

SD
=

1

ln2(ln3 x)
· 2 ln(ln3 x) · 1

ln3 x
· 3 ln2 x · 1

x
=

6

x ln(ln3 x) ln x

Věty jsme použ́ıvali bez předpoklad̊u, je potřeba je doplnit. Polynomy i logaritmy
jsou spojité na svém definičńım oboru, takže ten muśıme určit. Z logaritmů máme

ln2(ln3 x) > 0

| ln3 x| > 1

ln x > 1

x > e.

9.
sin(sin(sin x))

Řešeńı: Toto je složená funkce, ovšem o poznáńı hezč́ı, než ta minulá. Takže už bez
detail̊u

(sin(sin(sin x)))′
SD
= cos(sin(sin x)) · (sin(sin x))′

SD
=

cos(sin(sin x)) · cos(sin x) · (sin x)′
SD
= cos(sin(sin x)) · cos(sin x) · (cos x)

Jelikož spojité je tady všechno, kam se kdo pod́ıvá (skládáme spojité funkce), tak
podmı́nky věty splněny.
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10.
sin2 x

sin x2

Řešeńı: derivujeme pod́ıl a ještě dvě složené funkce. Nejprve pod́ıl (vše je spojité):

(

sin2 x

sin x2

)′
AD
=

(sin2 x)′ sin x2 − sin2 x(sin x2)′

sin x2

a nyńı se pod́ıváme na ty složené fce: prvńı př́ıpad – sin2 x, vněǰśı f(y) = y2, f(y)′ =

2y a vnitřńı g(x) = sin x, g(x)′ = cos x, sinus je spojitý, dohromady (sin2 x)′
SD
=

2 sin x · cos x.

druhý př́ıpad – sinx2, vněǰśı f(y) = sin y, f(y)′ = cos y, vnitřńı g(x) = x2, g(x)′ = 2x.
Polynomy jsou spojité, máme tedy dohromady

(sin x2)′
SD
= cos x2 · 2x

Dosad́ıme zpět a máme:

(

sin2 x

sin x2

)′
AD
=

(sin2 x)′ sin x2 − sin2 x(sin x2)′

sin x2

SD
=

2 sin x cos x sin x2 − sin2 x cos x22x

sin x2

Podmı́nky: ve jmenovateli nesmı́ být nula, tedy x2 6= kπ.

11.
2tan 1

x

Řešeńı: Nejprve přeṕı̌seme
2tan 1

x = etan 1

x
·ln 2

a uvědomı́me si, že ln 2 je úplně obyčejná konstanta ten zbytek je složená funkce.
Máme vněǰśı funkci f(y) = ey, f(y)′ = ey, vnitřńı g(x) = ln 2 tan 1

x
, spojitost

vyřeš́ıme za chv́ıli a máme:

(

etan 1

x
·ln 2

)′
= etan 1

x
·ln 2 ·

(

ln 2 tan
1

x

)′

Násobeńım konstantou si neděláme hlavu. Opět složená funkce, vněǰśı f(y) = tan y,
f(y)′ = 1

cos2 y
vnitřńı g(x) = 1

x
, g(x)′ = − 1

x2 ,
1
x

je spojitá mimo nulu, celkem
(

tan 1
x

)′
= 1

cos2 1

x

· −1
x2 takže máme:

(

etan 1

x
·ln 2

)′
= etan 1

x
·ln 2 ·

(

tan
1

x

)′

= 2tan 1

x · ln 2
1

cos2 1
x

· −1

x2
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Podmı́nky: 1
x
6= 0 a kv̊uli tangens 1

x
6= π

2
+ kπ, k ∈ Z. Cestou jsme potřebovli

spojitost tan 1
x
, což jsme právě pořešili, neb jsme vyhodili nepěkné a zlé body, které

nám spojitost kaźı. Jinde je tangens (po určitých intervalech !) spojitý, což stač́ı,
protože nám stač́ı spojitost na okoĺı.

12.
arcsin(sin x)

Řešeńı: Nejprve si uvědomı́me, že arcsin(sin x) 6= x, protože když jsme si pov́ıdali
o arkussinus, tak jsme to popisovali jako: něco jako inverzi. Slova ”něco jako”, jsou
tu dost d̊uležitá. Kdyžtak si udělejte obrázek. Nyńı k derivaci.

Složená funkce, vněǰśı f(y) = arcsin y, f(y)′ = 1√
1−y2

a vnitřńı g(x) = sin x, g(x)′ =

cos x, sinus je spojitý na celém R, tedy

(arcsin(sin x))′ =
1

√

1 − sin2
· cos x =

cos x

| cos x| = sgn(cos x).

Tady se vrát́ıme k úvaze ze začátku, kdyby se funkce rovnala identitě (x), tak by jej́ı
derivace byla 1, ale ona neńı. záviśı na znaménku kosinu.

Podmı́nky: arkussinus je definován jen na intervalu [−1; 1], čili v krajńıch bodech
má jen jednostranné derivace, a na jejich okoĺı neńı definován (jen z jedné strany),
tedy nutno vyhodit body, kde sinx = ±1, tedy x = π

2
+ 2kπ, ke k ∈ Z. S touto

podmı́nkou koresponduje i podmı́nka ze jmenovtele derivace
√

1 − sin2 x.

13.
1√
2
arcctg

√
2

x

Řešeńı: Konstanta nas nezmate a dáme se do složené funkce: vněǰśı f(y) = arcctgy,

f(y)′ = −1
1+y2 a vnitřńı g(x) =

√
2

x
, g(x)′ =

√
2−1

x2 , g je spojitá mimo 0, takže:

(

1√
2
arcctg

√
2

x

)′
SD
=

1√
2

1

1 + 2
x2

√
2 · −1

x2
=

−1

2 + x2

Podmı́nky: už jsme pořešili, takže jen rekapitulace: x 6= 0.

14.
x(arcsin x)2 + 2

√
1 − x2 arcsin x − 2x

Řešeńı: Aritmetika derivaćı:

(x(arcsin x)2+2
√

1 − x2 arcsin x−2x)′
AD
= (x(arcsin x)2)′+(2

√
1 − x2 arcsin x)′−(2x)′

jednotlivé sč́ıtance pořeš́ıme zvlášt’. Uděláme si př́ıpravu pomoćı složené funkce.
Nejprve f(y) = y2, f(y)′ = 2y, vnitřńı g(x) = arcsin x, g(x)′ = 1√

1−x2
, g je spojitá na

svém definičńım oboru, dohromady: ((arcsinx)2)′
SD
= 2 arcsin x · 1√

1−x2
.
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Dále, vněǰśı f(y) =
√

y, f(y)′ = 1
2

1√
y

vnitřńı g(x) = 1 − x2, je spojitá na celém R,

g(x)′ = −2x, celkem (
√

1 − x2)′
SD
= 1

2
1√

1−x2
· (−2x).

Nyńı jsme připraveni to celé dát dohromady. Takže

(x(arcsin x)2)′ + (2
√

1 − x2 arcsin x)′ − (2x)′
AD
=

x′(arcsin x)2 + x((arcsin x)2)′ + 2(
√

1 − x2)′ arcsin x + 2
√

1 − x2(arcsin x)′ − 2
SD
=

1 · (arcsin x)2 + 2x arcsin x · 1√
1 − x2

+ 2
1

2

1√
1 − x2

· (−2x) arcsin x

+2
√

1 − x2
1√

1 − x2
− 2 =

arcsin x(arcsin x +
2x − 2x√

1 − x2
) = arcsin2 x.

Podmı́nky: vyplývaj́ı z definice arkussinu, x ∈ [−1; 1], krajńı body vyjmeme, jednak
kv̊uli výskytu x ve jmenovateli zlomk̊u a jednak proto, že tam arkussinus má jen
jednostranné dce.

15.
cosh x

sinh2 x
− ln

(

ctgh
x

2

)

Řešeńı: Opět si připrav́ıme složené funkce předem. Nejprve vněǰśı f(y) = y2,
f(y)′ = 2y a vnitřńı g(x) = sinh x, g(x)′ = cosh x, je spojité na célém R, dohromady
(sinh2 x)′ = 2 sinh x cosh x.

Daľśı složenou fćı je vněǰśı f(y) = ln y, f(y)′ = 1
y

a vnitřńı g(x) = ctghx, g(x)′ =

−1
sinh2 x

, g je definována a spojitá na R bez 0. Dohromady máme (ln(ctghx))′
SD
=

1
ctghx

· −1
sinh2 x

Dále vněǰśı f(y) = ctghy, f(y)′ = −1
sinh2 y

a vnitřńı g(x) = x
2
, g(x)′ = 1

2
, polynom je

spojitý na celém R. Dohromady máme

(

ctgh
x

2

)′
=

−1

sinh2 x
2

· 1

2
.

Hurá na celou funkci. Dle aritmetiky dćı a dce složené fce

(

cosh x

sinh2 x
− ln

(

ctgh
x

2

)

)′

=

sinh3 x − cosh x · 2 sinh x cosh x

sinh4 x
− 1

ctghx
2

· 1

2
· −1

sinh2 x
2

Chyb́ı nám podmı́nky, tedy: sinhx 6= 0, tedy x 6= 0. Nav́ıc kv̊uli logaritmu ctghx
2

> 0,
což jest x > 0.
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Jestliže máte pocit, že jsem se s těmito funkcemi zbláznila, protože jste je nikdá
neviděli, máte pravdu. Ve zkoušce s nimi poč́ıtat nebudete. Ale proč se nenaučit
něco nového, že.
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