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Teorie
Véta 1 (O limite slozené funkce). Necht a € R* a necht funkce f a g spliiuji

r—a

lim g(z) = A € R", lirrjlf(y) =B eR".
y—

Je-li navic splnéna alespon jedna z podminek

(P1) f je spojita v A;

(P2) 3§>0 VzeP(a): g(x)+#A;

pak lim, ., f(¢g(x)) = B.

Limity:
In(1+ 2
lim u =1
. sinzx z—0 x
=0 i L0082 _ 1
a—0 2
e’ —1 arctan x
lim =1 lim — =1
z—0 I z—0 X
Hinty:
sin(z + y) = sinx cosy + cos zsin y
b __ blna
a’=e
cos(x 4 y) = cosx cosy — sinx siny Sz = z'/?



Piiklady

1.

lim z cot 3z

x—0
Reseni:
. . cosdr voar ,. 1 3z . vorsr 1 1
lim z cot 3z = lim x— = —— -limcos3z = —--1-1=-
z—0 z—0 sin 3x z—0 3sin 3z z—0 3 3

Véta o limité slozené funkce se uzije na: g(x) = 3z a f(y) = (siny)/y, kde funkce g se
na okoli 0 vyhyba své limité (ona se tedy té limité, coz je jmenovité 0, vyhyba vsude).
Cili poskladame funkci: lim, o g(z) = 0, lim, .o f(y) = 1, tedy lim, .o f(g(z)) = 1,
konkrétné: lim, o3z = 0, lim,_o(siny)/y = 1 a lim,_o(sin3z)/3z = 1.

. sinxz —sina
lim —
r—a Tr— Qa

Reseni: Radi bychom vidéli zlomek tvaru [sin(z — a)]/(z — a), nu tak nezbyva, nez
si rozepsat:

sinx = sin(z — a + a) = sin(z — a) cos a + cos(xr — a) sina

a dosadit:

lim sinz —sina lim sin(x —a)cosa  (sina)(cos(x —a) — 1) (- a) VOAL
r—a Tr— a r—a Tr—a (ZE — a)2

1-Cosa+sina-7-O:(:osa

Vétu o slozené funkei jsme pouzili hned dvakrat. Nejprve g(z) = z—a, lim, ., z—a =
0, fce se nerovna 0 nikde jinde (tedy ani na prstencovém okoli ne).

f(x) = (siny)/y, limy o(siny)/y = 1,
celkem lim,_, f(g(x)) = 1.
A napodruhé:

g(x) = x—a,lim, .,z —a = 0, fce se nerovna 0 nikde jinde (tedy ani na prstencovém
okoli ne).

f(z) = (1 —cosy)/y? lim, o(1 —cosy)/y* =1/2,
celkem lim,_, f(g(x)) = 1/2.



ResSeni: Prevedeme na znamy tvar.

o l—cosz .. l—cosz 22 1
lim ———— = lim 5 —5—
z—0 SIn°x z—0 X SN xr s x

Radi bychom pouzili vétu o aritmetice limit, ono to ale nepujde. Ona totiz limita
lim, o 1/ sin x neexistuje. Takze jsme nesplnili predpokldy té véty (pfipomerte si ji)
a co ted. Ted sifekneme, Ze ona ta véta plati i pro jednostranné limity, coZ je bezva,
takze ji pouzijeme:

1 —cosx o 1l—cosz 22 1 wvourl

lim ——— = lim 5 —5— Z7 212 . 0=00
z—0+ sin°x z—0+ T sin“ z sinx 2

a na druhé strané:

. 1 —coszx . 1—cosz a2 1 voarl ,
lim ———— = lim ; = ;1" —o0=-

z—0— sin®x z—0— 22 sin’zxsinz 2

Tedy nam vysly ruzné jednostranné limity, ¢ili celkem funkce limitu nema.

1 1

lim &8z cosa  hgq 7§ 0
T—a r—a

Reseni: Nejprve piepfseme a pak pouzijeme formulku: cos(z — a + a) = cos(z —
a) cosa — sin(x — a) sina. Tedy

lim 4 _ iy COSQ —cO8T :cosa—cos(x—a)cosa—l—sin(a:—a)sina_
r—a T —a z—a (coszcosa)(x — a) cosx cosa(x — a)
1 —cos(zx —a sin(z — a 11 1 1
(z=a) osxx( a2)+cost(()sax) a = .§cosa+c082a:cos2a
cosz(x — a) (x —a)

Pouzili jsme i vétu o limité slozené fce, oduvodnéni najdete v 2. prikladu.

liII(lJ (x +€° )%
Reseni: Jako obvykle rozepiSeme:
(€ + ¢®)x = extnlote?)

Pouzijeme VOLSF, vnéjsi funkce je spojitd (!) funkce f(y) = e¥ a vnitini bude
g(z) = LIn(z + €”). Zbyvé spocitat lim, o g(x). Tedy

lim (z + e””)i = ex @) = i — In e (1+ E) — lim © 4 — ln(l + £) =
x el‘

x—0 z—0 e z—0
1 In(1 1 In(1 +
hml—l—— (1+ )VOALI 1—|—l1m—hm¥:1+1'1:2
z—0 e_x z—0 z—0 T z—0 =



Je nutno jesté dosadit zpét, tedy mame:

% r+e®) _ elimzﬂoiln(x—i—ez) — 2

lim(z + €%)= = lim e e

x—0 xz—0

Povsimneme si jesté druhého uziti VOLSF, v limité

In(1+ %)

Z
e(L’

lim

z—0
Vnejsi funkee: f(y) = [In(14y)]/y, lim,_o f = 1, vnitini je g(z) = %, lim,_o g(x) =
0, a funkce se vyhyba své limité, e” je na okoli 0 kladné (nenulové) a z je nula pouze
v 0. Podminky véty splnény, piSeme:

lim

x—0 -

lim (cos v/Z)=

rz—0+

Reseni: Rozepiseme:
1 1
(COS \/E) s = ga (cos V)

a uvazujeme jako vyse, stac¢i spocist vnitini limitu:

lim — esmeosvd) — Jim 1In(1 + (cos vz — 1)) cos y/z — 1 voaL

z—0+ r—0+ T cosv/x — 1 1
lim In(1 + (cosv/z — 1)) i CO5 VT — 1 vorsr 1 )
z—0+ cosv/x — 1 z—0 T 2

Uzita VOLSF, vnitin{ fce g(x) == /z a vnéjsi 17;;)59 a ln(ljy). Podminky si
promyslete, stejné tak, proc¢ se limita pocitala jen zprava a ze VOAL a VOLSF plati
i pro jednostranné limity. Celkem méme /2.

) . 1l—x
lim arcsin
T—00 1+

Reseni: Uvaha bude vypadat asi takto: argument arcussinu jde k minus jedné, ¢ili
celkovd limita pujde k arcsin —1 = —7/2. A ted poiddné. VOLSF Vnitini funkce je

11—z
9(@) =1
lim g(x) = —1



a jde to k -1 zprava (zlomek je porad vétsi, nez -1). Vnéjsi funkce

fly) = arcsiny

) —T
A W) =

Arcussinus je spojity tedy muzeme dosadit a limita celého vyrazu je 7/2. Povsimnéme

si, jak vypada zapis: jde k -1 zprava (neprohodit znaménka). Také popremyslime,

proc¢ potiebujeme jednostrannou limitu: protoze arcussinus je definovan pouze na

intervalu [-1;1] a v krajnich bodech ma pouze jednostranné limity. Obecné je dobré

se seznamit s touto funkci. a nervat vsude tabulkové limity bezhlavé:)

lim arcsin(z — 2)
r—2 €r — 2

Reseni: Tady uz ¢as na tabulkovou limitu je. VOLSF:
g(x) =z —2
lim =0
T—2

Fce se vyhyba své limité na celém R.

arcsiny

fly) = ;

lim f(y) = 1

y—0

Celkem
lim f(g(x)) =1

r—2

6sin 2r earcsin:v
lim
z—0 tanx

Reseni: Funkce vypadd pithodné na tabulkové limity, které tam oviem musime
néjak dostat, tedy do toho:

esin 2x earcsinw (esin 2r 1) + (1 _ earcsin;r)
lim = lim =
z—0 tanx z—0 tan x
. (esm 2w _ 1) 2sin2x «x CeMesmT 1 aresinx T VOAL
lim - . - -cosx — lim - - — -cosTr =
z—0  sin2zx 2r sinz z—0 arcsinz T sin x

1-2-1-1-1-1-1-1-1=1



Neékolikrat jsme uzili VOLSF, tedy komentat: Nejprve sinus:

siny
fly) =
Y
je vneéjsi, '
lim 22Y
y—0
g(x) =2z
je vnitini
liII(l) 20 = 0.

Celkem
lim f(g(z)) =1
A nyni exp:
eV —1
fly) =
() ;
lim f(y) =1
y—0
g(x) =sin2z
hH(l) g(x) =0
Celkem
lim f(g(z)) = 1
Dalsi limita v q
e p—
fly) =
() ;
lim f(y) =1
y—0
g(x) = arcsinx
iy =00
Celkem

lim f(g(z)) = 1.

z—0
A posledni je kosinus, ktery je ovsem spojity, staci dosadit. Priklad se také dal resit
pres tabulkovou limitu s tangens, ale to je jen kosmetickd uprava:)



10.

11.

. ( 1 1)”5
lim [ sin — + cos —
T—00 i X

ResSeni: Prevedeme na

. 1 1 ’ xln(sin l—i—cosl)
sSin — + CoS — =e€ & @
A xXr

e¥ bude vnéjsi spojita funkce, staci spocitat limitu vnitini funkce:

_ 1 1 . In(sini4cost—1)
lim zln { sin — +cos — | = lim z————* T :
T—00 x x z—00 (sm < +cos, — 1)

ln(sin%—kcos%—l) [sin% 1—COS% 1} voar ( 1 )_1

1 1 )
sin— +cos——1| =
xr T

2 1-=-0
2

lim
z—oo (sind 4 cosi —1)

1 1
T x2 €

Celkem po dosazeni mame:

elimzﬂoo x ln(sin %—i—cos %)

Opét jsme pouzili VOLSF: vnéjsi

In(1+y
fly) = 2Lty
T
lim 20
y—0 X
vnitini
1

g(x) =sin—+cos— —1
x x
(z aritmetiky limit)
lim g(z) =0

T— 00

celkem

in 1 1_
lim In (smx—i—cosx 1)

T—00 (sin% + cos% — 1)

Limity sinu a kosinu snad netfeba déle rozebirat. (Ale do pisemky to nezapomente
zminit.)

lin% vV1—2x
Reseni: Prepiseme :
V1= 2z = (1—22)s = ex(1-20)

7



12.

Argumentujeme jako vyse a pocitdame:

1 In(1 + (=2
lim L 1n(1 — 22) = lim —2 . 20+ (20)

=-2-1
x—0 x—0 —9r
Celkem e2.
Vnéjsi funkce:
In(1+y
fy) = 2Lty
x
In(1
tim 20 TY)
y—0 X
vnitini
g(x) = =2z
vyhyba se své limité,
lim —2x =0
x—0
celkem (1 )
z—0 —2x

1+sinx —cosz

lim -
z—0 1 —sinx — cosx

Reseni: Tady je potfeba prosté néco zkusit a doufat, ze to vyjde. Universalni ndvod
mne bohuzel nenapadl:(

I 1+sinx — coszx I l1+sinx —cosz 1—cosx+sinx
im 8 = lim 8 . 8 =
z—01 —sinz —cosx *—01—sinz —cosx 1—cosx+sinzx

Y (1+sinz —cosx) - (1 — cosx + sinx)
im =
z—0 2cosx(cosz — 1)
—2% 2. (1 —cosz+sinz(l —cosz)) voar
lm . . =
z—02cosxt 1 —cosz 2
) 1 ) —x?  1—cosxz .. . . 1—cosx
lim - lim -2 lim ——— + limsinz - lim —— | =
t—02cosxt z—01 — cosx z—0 2 z—0 0 72

%-(—2)-2(%%%)_—1

Cely priklad je pouze o vhodném rozsiteni zlomku a néslednych upravach sinu a
kosinu. Jednou jsme si pujéili a vratili z2.



