
9.cvičeńı

28.11.2009

Teorie

Věta 1 (Heineova.). Necht’ a ∈ R
∗, A ∈ R

∗ a necht’ funkce f : M → R, M ⊂ R, je
definována na nějakém prstencovém okoĺı bodu a. Potom jsou následuj́ıćı dva výroky
ekvivalentńı:

(i)
lim
x→a

f(x) = A;

(ii) Pro každou posloupnost {xn}n∈N, splňuj́ıćı xn ∈ M , ∀n ∈ N : xn 6= a a limn→∞ xn =
a plat́ı limn→∞ f(xn) = A.

Věta 2 (O limitě složené funkce). Necht’ a ∈ R
∗ a necht’ funkce f a g splňuj́ı

lim
x→a

g(x) = A ∈ R
∗, lim

y→A
f(y) = B ∈ R

∗.

Je-li nav́ıc splněna alespoň jedna z podmı́nek

(P1) f je spojitá v A;

(P2) ∃ δ > 0 ∀ x ∈ Pδ(a) : g(x) 6= A;

pak limx→a f(g(x)) = B.

Limity:

lim
x→0

sin x

x
= 1

lim
x→0

ex − 1

x
= 1

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1

lim
x→0

1 − cos x

x2
=

1

2

lim
x→0

arctan x

x
= 1

Hinty:
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1∞ je nedefinovaný výraz

ab = eb ln a

0 = 1 − 1

x = 1 + (x − 1)

Př́ıklady

Minule jsem tvrdila takový nesmysl, že funkce ln 1+x
x

a = ex−1
x

jsou v nule spojité. Jistěže
nejsou. Vždyt’ tam nejsou ani definované!!!

1.

lim
x→1

ln x

x − 1

Řešeńı: Logaritmus si přeṕı̌seme jako

lim
x→1

ln x

x − 1
= lim

x→1

ln(1 + x − 1)

x − 1

a pod́ıváme se na něj jako na složenou funkci. Vnitřńı funkce g(x) = x−1, limx→1 = 0,
nav́ıc se tato funkce vyhýbá své limitě na nějakém prstencovém okoĺı jedničky (je to

lineárńı funkce,), vněǰśı funkce je ln(1+x)
x

s limitou limx→0
ln(1+x)

x
= 1 . Podle Věty o

limitě složené funkce máme:

lim
x→1

ln(1 + x − 1)

x − 1
= 1

.

2.

lim
x→0

√
1 + cos 2x −

√
1 + cos 3x

ln(1 + x2)

Řešeńı: Limitu muśıme nejprve vhodně upravit - rozš́ı̌rit těmi odmocninami:

lim
x→0

√
1 + cos 2x −

√
1 + cos 3x

ln(1 + x2)
= lim

x→0

1 + cos 2x − 1 − cos 3x

(
√

1 + cos 2x +
√

1 + cos 3x) ln(1 + x2)
,

odmocniny ve jmenovateli už nedělaj́ı problémy, takže se budeme věnovat zbylým
částem výrazu. Známe limity týkaj́ıćı se kosinu a logaritmu, ale něco nám chyb́ı, tak
tedy rozš́ı̌ŕıme limitu výrazem x2.
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lim
x→0

1 + cos 2x − 1 − cos 3x

(
√

1 + cos 2x +
√

1 + cos 3x) ln(1 + x2)
=

lim
x→0

1 + cos 2x − 1 − cos 3x

x2

x2

ln(1 + x2)

1√
1 + cos 2x +

√
1 + cos 3x

=

lim
x→0

1 + cos 3x

x2

x2

ln(1 + x2)

1√
1 + cos 2x +

√
1 + cos 3x

+

+ lim
x→0

−1 − cos 2x

x2

x2

ln(1 + x2)

1√
1 + cos 2x +

√
1 + cos 3x

.

Limity nyńı uprav́ıme zvlášt’:

lim
x2

ln(1 + x2)
= 1,

jde o složenou funkci g(x) = x2, limx→0 = 0, nav́ıc se tato funkce vyhýbá své limitě na

nějakém prstencovém okoĺı nuly, vněǰśı funkce je ln(1+x)
x

s limitou limx→0
ln(1+x)

x
= 1.

Co na tom, že je to hodnota převrácená, stač́ı použ́ıt Větu o aritmetice limit:

lim
x→0

x2

ln(1 + x2)
= lim

x→0

1
ln(1+x2)

x2

=
1

limx→0
ln(1+x2)

x2

=
1

1
.

Dále

lim
x→0

1 + cos 3x

x2
= lim

x→0
9
1 + cos 3x

(3x)2
= 9 · lim

x→0
9
1 + cos 3x

(3x)2
= 9 · 1

2
=

9

2

analogicky

lim
x→0

−1 + cos 2x

x2
= −4

2
.

Celkem máme dle Věty o aritmetice limit:

lim
x→0

1 + cos 3x

x2

x2

ln(1 + x2)

1√
1 + cos 2x +

√
1 + cos 3x

+

+ lim
x→0

−1 − cos 2x

x2

x2

ln(1 + x2)

1√
1 + cos 2x +

√
1 + cos 3x

=

=
9

2
· 1 · 1

2
√

2
− 4

2
· 1 · 1

2
√

2
=

5

4
√

2
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3.

lim
x→a

ln x − ln a

x − a

Řešeńı: Součtové vzorce logaritmů:

lim
x→a

ln x − ln a

x − a
=

ln x
a

a(x
a
− 1)

=
1

a
lim
x→0

ln(1 + [x
a
− 1])

x
a
− 1

=
1

a
.

Užita věta o složené funkci, vnitřńı funkce je x
a
− 1, která u a jde k nule a vyhýbá se

své limitě a vněǰśı funkce je stará známá lim ln(1+x)
x

.

4.

lim
x→0

ln(cos ax)

ln(cos bx)

Řešeńı: Řešeńı lež́ı jen ve správném rozepsáńı a rozš́ı̌reńı:

lim
x→0

ln(cos ax)

ln(cos bx)
= lim

x→0

ln(1 + cos ax − 1)

cos ax − 1

a2(cos ax − 1)

a2x2

b2x2

b2(cos bx − 1)

cos bx − 1

ln(1 + cos bx − 1)
=

VOAL
= 1 · a2 · 1

b2
· 1 =

a2

b2
.

Úvahy jsou jako minule, věta o limitě složené funkce, podstatné je, že cos ax
x→0→ 1 a

že najdeme okoĺı, kde se té jedničce nerovná (kdyžtak si ho nakresĺıme).

5.

lim
x→0

eax − ebx

sin ax − sin bx

Řešeńı: Půjč́ıme si a vrát́ıme

lim
x→0

eax − ebx

sin ax − sin bx
= lim

x→0

(eax − 1) − (ebx − 1)

sin ax − sin bx
=

x

x

a eax−1
ax

− b ebx−1
bx

a sin ax
ax

− b sin bx
bx

=

a − b

a − b
= 1.

Vnitřńı funkce ax a bx (vyhýbáńı limitě), vněǰśı:

lim
x→0

sin x

x
= 1

lim
x→0

ex − 1

x
= 1.
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6.

lim
x→∞

ln(x2 + ex)

ln(x4 + e2x)

Řešeńı: Je nutné upravit výraz na známý tvar, tedy vytkneme v logaritmu to, co
je největš́ı:

lim
x→∞

ln (x2 + ex)

ln (x4 + e2x)
= lim

x→∞

ln ex
(

1 + x2

ex

)

ln e2x
(

1 + x4

e2x

) = lim
x→∞

ln ex + ln
(

1 + x2

ex

)

ln e2x + ln
(

1 + x4

e2x

) =

lim
x→∞

x + x2

ex

ln
“

1+ x
2

ex

”

x2

ex

2x + x4

e2x

ln
“

1+ x4

e2x

”

x4

e2x

= lim
x→∞

1 + x
ex

ln
“

1+ x
2

ex

”

x2

ex

2 + x3

e2x

ln
“

1+ x4

e2x

”

x4

e2x

==
1 + 0 · 1
2 + 0 · 1 =

1

2
.

Co jsme použili: u předposledńıho rovńıtka VOAL. Předt́ım větu o složené funkci,
podstatné je si uvědomit, že x/ex jde v nekonečnu k nule a té nuly pro dost velká x
nenabývá. Dále je dobré si uvědomit, co č́ım násob́ıme a že nám nevycházej́ı neurčité
výrazy:)

7.

lim
x→0

ax − 1

x
a > 0

Řešeńı: Stač́ı přepsat a použ́ıt větu o složené funkci.

lim
x→0

ax − 1

x
= lim

x→0

ex ln a − 1

x
= lim

x→0
ln a

ex ln a − 1

x ln a
= ln a.

Muśıme si uvědomit, že ln a je obyčejné reálné a vcelku nekonfliktńı č́ıslo, vnitřńı
funkce je x ln a, když x jde k nule, tak to ta konstanta př́ılǐs nevytrhne, vyhýbá se
své limitě, vněǰśı je (ey − 1)/y. Žádný zázrak:)

8.
lim
x→π

4

(tan x)tan 2x

Řešeńı: Předně si uvědomı́me, že limita je tvaru 1∞ a že to je neurčitý výraz. Ne,
že někdo naṕı̌se, že je to jednička. Dále limitu přeṕı̌seme na

etan 2x ln(tan x).

Funkce ey bude spojitá vněǰśı funkce. Tedy stač́ı spoč́ıtat jen limitu vnitřńı funkce
tan 2x ln tan x, kterou se tedy nyńı budeme zaob́ırat.
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lim
x→π

4

tan 2x ln tan x = lim
x→π

4

tan 2x ln(1 + tan x − 1)

tan x − 1
· (tan x − 1) =

lim
x→π

4

ln(1 + tan x − 1)

tan x − 1
· lim

x→π

4

tan 2x · (tan x − 1)

Limitu s logaritmem už známe, vnitřńı funkce tanx − 1, pro x → π/4 jde k 0, své
limitě se vyhýbá, vněǰśı funkce ln 1+x

x
, hotovo.

Druhá limita:

lim
x→π

4

tan 2x · (tan x − 1) =

lim
x→π

4

sin 2x

cos 2x
· ( sin x

cos x
− 1) =

lim
x→π

4

2 sin x cos x(sin x − cos x)

(cos2 x − sin2 x) cos x
=

lim
x→π

4

−2 sin x

(cos x + sin x)
= −2 ·

√
2

2
· 1√

2
= −1.

Ještě zbývá celou funkci poskládat dohromady, tedy

etan 2x ln(tan x) = e(1·(−1)) =
1

e
.

9.

lim
x→∞

x

(

π

4
− arctan

x

x + 1

)

Řešeńı: Co potřebujeme, tak vzorec pro součet arctan:

arctan x − arctan y = arctan
y − x

y + x

Dále:

lim
x→∞

x

(

π

4
− arctan

x

x + 1

)

= lim
x→∞

x

(

arctan 1 − arctan
x

x + 1

)

=

lim
x→∞

x

(

arctan
1 − x

x+1

1 + x
x+1

)

= lim
x→∞

x

(

arctan
1

2x + 1

)

= lim
x→∞

x

2x + 1

(

arctan 1
2x+1

)

1
2x+1

=

lim
x→∞

x

2x + 1
· lim

x→∞

arctan 1
2x+1

1
2x+1

=
1

2
· 1
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Prvńı limitu v́ıme jak řešit (už od posloupnost́ı), druhá je složená funkce, vnitřńı je
1/(2x + 1), která jde k 0, které se ale nerovná a vněǰśı je (arctan x)/x, která jde k
jedné, když x jde k nule.

10.

lim
x→∞

(

x + 2

2x − 1

)x2

Řešeńı: Převedeme na známý tvar

lim
x→∞

ex2 ln( x+2

2x−1),

ey je spojitá, tedy dle věty o složené fci budeme řešit jen ”vnitřek”.

lim
x→∞

x2 ln

(

x + 2

2x − 1

)

= lim
x→∞

x2 lim
x→∞

ln

(

x + 2

2x − 1

)

= lim
x→∞

x2 lim
y→1/2

ln y = −∞

Co jsme použili: jednak opět složenou funkci: vnitřńı je (x+2)/(2x−1), v nekonečnu
jde k 1/2, vněǰśı je ln y, který v 1/2 nabývá b̊uhv́ıjaké č́ıslo, co ale v́ıme, tak že záporné
(a nekdě daleko za nulou), celkem nám vyjde, že výraz je definovaný a jde k −∞,
(pozor na to, máme i záporné nekonečno a občas k němu něco běž́ı, myslet na to:)).
Dosad́ıme do p̊uvodńıho výrazu:

lim
y→−∞

ey = 0.

11.

lim
x→0

( cos x

cos 2x

)
1

x2

Řešeńı: Převedeme:

lim
x→0

exp

{

1

x2
ln

( cos x

cos 2x

)

}

.

Řeš́ıme vnitřńı funkci, exponenciála ja spojitá a tak dále...

lim
x→0

1

x2
ln

( cos x

cos 2x

)

=
1

x2

ln[1 + cos x
cos 2x

− 1]
cos x
cos 2x

− 1
·
( cos x

cos 2x
− 1

)

=

lim
x→0

ln[1 + cos x
cos 2x

− 1]
cos x
cos 2x

− 1
· lim

x→0

1

x2
·
( cos x

cos 2x
− 1

)

=

1 · lim
x→0

1

x2
· cos x − cos 2x

cos 2x
= lim

x→0

1

cos 2x
· lim

x→0

cos x − cos 2x

x2
=

1 · lim
x→0

− (1 − cos x) + 1 − cos 2x

x2
= lim

x→0

− (1 − cos x)

x2
+ lim

x→0
4
1 − cos 2x

4x2
=

−1

2
+ 4 · 1

2
=

3

2

Celkem máme e3/2
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12.

lim
n→∞

(

n2 + 1

n2 − 1

)

√
n3+3n2

Řešeńı: Tahle limita nevypadá nic moc, s aparátem na posloupnosti si moc nepomůžeme,
čili využijeme Heineho větu. Posloupnosti voĺıme xn := n. Pak limn→∞ n = ∞,
xn 6= ∞. Funkci voĺıme:

(

x2 + 1

x2 − 1

)

√
x3+3x2

Když zjist́ıme limitu této funkce v ∞, tak budeme znát i limn→∞ f(xn) = limn→∞ f(n).
Tedy do toho: rutinńı postup

(

x2 + 1

x2 − 1

)

√
x3+3x2

= e
√

x3+3x2 ln
“

x
2
+1

x2
−1

”

Opět rutinně: exponenciála je spojitá (všude:)) řeš́ıme jen vnitřńı funkci, pak dosad́ıme
dle věty o limitě složené fce.

lim
x→∞

√
x3 + 3x2 ln

(

x2 + 1

x2 − 1

)

= lim
x→∞

√
x3 + 3x2

ln
(

1 + 2
x2−1

)

2
x2−1

· 2

x2 − 1
=

lim
x→∞

ln
(

1 + 2
x2−1

)

2
x2−1

· lim
x→∞

2
√

x3 + 3x2

x2 − 1
= 1 · 0

Celkem máme e0 = 1.

A dle úvah pře výpočtem toto plat́ı i pro limitu posloupnosti. Výsledek je 1.
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