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Teorie

Véta 1 (Heineova.). Necht a € R*; A € R* a necht funkce f : M — R, M C R, je
definovana na néjakém prstencovém okoli bodu a. Potom jsou nasledujici dva vyroky
ekvivalentni:

(i)
lim f(z) = A;

r—a

(ii) Pro kazdou posloupnost {x, },en, spliujici z, € M,Vn € N: x, # a alim, ., x, =
a plati lim,, ., f(z,) = A.

Véta 2 (O limité slozené funkce). Necht a € R* a necht funkce f a g spliuji
lim g(z) = A € R", lirr}lf(y) =B eR".
T—a y—

Je-li navic splnéna alespon jedna z podminek

(P1) f je spojita v A;

(P2) 3§>0 VzeP(a): g(x)#A;

pak lim,_., f(g(z)) = B.

Limity:
In(1
lim U2y
. sin x _1 z—0 z
a0 r o 1l—cosz 1
lim — = —
x—0 1‘2
T _1 t
lim —1 iy AT
x—0 x z—0 x
Hinty:



1% je nedefinovany vyraz 0=1-1

a’ = ebne r=1+(z—-1)

Piiklady

Minule jsem tvrdila takovy nesmysl, ze funkce
nejsou. Vzdyt tam nejsou ani definované!!!

Inl+z a = e’—1
T

jsou v nule spojité. Jistéze

1.
. Inz
lim
x—1r — 1

Reseni: Logaritmus si prepiseme jako

a podivame se na néj jako na slozenou funkci. Vnitini funkce g(z) = z—1, lim,_; = 0,
navic se tato funkce vyhyba své limité na néjakém prstencovém okoli jednicky (je to
linedrni funkce,), vnéjsi funkce je @ s limitou lim, g w = 1. Podle Véty o
limité slozené funkce mame:

In(1 —1
i 2+ 1)
r—1 x—l

=1

. V14 cos2x — /14 cos3x
lim
20 In(1 + x2)

Reseni: Limitu musime nejprve vhodné upravit - rozsitit témi odmocninami:

. V14 cos2x — /14 cos3x ) 14 cos2z —1 — cos 3z
lim = lim ,
z—0 In(1 + «2) =0 (/1 + cos 2x + /1 + cos 3z) In(1 + x2)

odmocniny ve jmenovateli uz nedélaji problémy, takze se budeme vénovat zbylym
castem vyrazu. Zname limity tykajici se kosinu a logaritmu, ale néco nam chybi, tak
tedy rozsfifme limitu vyrazem z2.



1+ cos2z —1—cos3z

lim =
z—0 (/1 4 cos 2z + /1 + cos 3x) In(1 + 22)
| 14 cos2x — 1 —cos 3z x? 1
im =
20 x? In(1 + 22) /1 + cos 2z + /1 + cos 3x
. 1+ cos3x x? 1
lim +
e=0 22 In(l1422)\/1+ cos2x + /1 + cos 3z
. 1 — cos 2z x? 1
+ lim — .
20 v In(1+42%)y/1+ cos2x + /1 + cos3z

Limity nyn{ upravime zvI4st:

332

Iim — =1

In(1 + 22) ’
jde o slozenou funkci g(z) = 22, lim, o = 0, navic se tato funkce vyhyb4 své limité na
néjakém prstencovém okoli nuly, vnéjsi funkce je @ s limitou lim,_,q w =1

Co na tom, ze je to hodnota prevracend, stac¢i pouzit Vétu o aritmetice limit:

. x? _ 1 B 1 1
eo0In(1 4+ 22) o0 MO~ o (et ]
Dale
. 1+ cos3x . 1+ cos3x . 1+ cos3z 1 9
M Y e T T mer TV 27
analogicky
. 1+ cos2z 4
llm——m— = ——.
z—0 2 2

Celkem méame dle Véty o aritmetice limit:

. 1+ cos3x x? 1
lim +
e—0 22 In(1+22) 1+ cos2z + /1 + cos3x
) 1 — cos2zx x? 1
+ lim — =
20 22 In(1+ 22) /1 + cos2x + /1 + cos 3x
9 1 4 1 5



. Inx—Ina
lim —
r—a Tr—a

Reseni: Souctové vzorce logaritmu:

. lnxz—1Ina
lim = = — lim
r—a X —a a(Z—1)

Uzita véta o slozené funkci, vnitin{ funkce je £ — 1, kterd u a jde k nule a vyhyba se
své limité a vnajsi funkee je stard zndm4 lim 20+

In(cos azx)
20 In(cos bx)
Reseni: Reseni lezi jen ve spravném rozepsani a rozsiteni:

I In(cos ax)

, In(1 + cosax — 1) a®(cosax — 1) b2 a? cosbr — 1

im ———— = lim

20 In(cosbz) 2—0  cosaw — 1 a’x? b?(cos bz — 1) In(1 + cosbx — 1)
VOAL o 1 .1:a2

b2
Uvahy jsou jako minule, véta o limité slozené funkce, podstatné je, ze cosax = a
ze najdeme okoli, kde se té jednic¢ce nerovnd (kdyztak si ho nakreslime).

b

) et _ ebx
lim — .
z—0 sin ax — sin bx

Reseni: Pujcime si a vratime

L e (el (o)) et b

:rlir(ll sinar — sinbr :vlgtl) sin ax — sin bx T a% — b%
a—b_l
a—b

Vnitini funkce az a bx (vyhybani limité), vnéjsi

. sinzx
lim =1
z—0
et —1
lim = 1.
x—0 €x



" In(z? + e”)
im ————=~
z—oo In(zt + €27)

Reseni: Je nutné upravit vyraz na znadmy tvar, tedy vytkneme v logaritmu to, co

je nejvetsi:

lim

lim

T—00

In (2% + €")
z—oo In (24 + €2%)

T+

lne® (1 + f—j)

z—00 |p 2% (1 + e“";—i)

22 ln(l—&—i—i)

Ine* +1n (1 -+ i—j)

z—o0 |n e2* 4 In (1 + :Ti)

" In (1—&—5—2)

“Z . T2 140-1 1
=) ama ) 2401 2
7h ln(1+82—z> Z—00 23 ln<1+62—m> +0-
o2 2

Co jsme pouzili: u predposledniho rovnitka VOAL. Predtim vétu o slozené funkei,
podstatné je si uvédomit, ze x/e* jde v nekone¢nu k nule a té nuly pro dost velkd x
nenabyva. Déle je dobré si uvédomit, co ¢im nasobime a ze nam nevychazeji neurcité

vyrazy:)

oat—1
lim
x—0 x

a>0

Reseni: Staci prepsat a pouzit vétu o slozené funkei.

lim

z—0

zlna __
=limlna

z—0

1 6arlna_

= lim
xr z—0 xr

=Ina.
zlna

Musime si uvédomit, ze Ina je obycCejné realné a vcelku nekonfliktni ¢islo, vnitini
funkce je xlna, kdyz x jde k nule, tak to ta konstanta prilis nevytrhne, vyhyba se

N

lim (tanz)®**

us
$~>4

Reseni: Predné si uvédomime, ze limita je tvaru 1°° a ze to je neurcity vyraz. Ne,
ze nékdo napise, ze je to jednicka. Déle limitu prepiSeme na

etan 2z In(tan x)

Funkce €Y bude spojita vnéjsi funkce. Tedy staci spocitat jen limitu vnitini funkce
tan 2z In tan z, kterou se tedy nyni budeme zaobirat.



tan 2z In(1 4 tanx — 1)

lim tan 2z Intanx = lim “(tanz — 1) =
=7 a7 tanz — 1
In(1+t -1
lim n(l+tanz—1) lim tan 2z - (tanx — 1)

T—7 tanz — 1 r—7

Limitu s logaritmem uz zname, vnitini funkce tanx — 1, pro x — 7/4 jde k 0, své
limité se vyhyba, vnéjsi funkce 1“1%, hotovo.

Druh4 limita:

lim tan2z - (tanx — 1) =
z—Z
4
sin2r  sinx
im
z—% COS2T COST

1) =

2sinw cosz(sinz —cosx)

lim

e—7  (cos?x —sin’z)cosx
, —2sinz !
lim —mMmMM=-2. — . — = —1.
z—= (cosx +sinx) 2 V2

Jesté zbyva celou funkci poskladat dohromady, tedy

etan2xln(tanm) _ 6(1'(—1)) — 1
e

. T T
lim x [ — — arctan
Reseni: Co potiebujeme, tak vzorec pro soucet arctan:

)
arctan x — arctan y = arctan

y+x
Déle:
lim z ( Z — arctan — — lim z (arctan1 — arctan — =
-5 1 arctan -——
lim x (arctan —Z:l> = lim x (arctan ) — lim —2 ( - 2‘”1) —
T—00 1 + I_—H T—00 2,:6 + 1 r—00 21: _l_ 1 51
arctan —— 1
lim Slim —— 2 =~
z—oo 20 +1 z—o0 2

2x+1



10.

11.

Prvni limitu vime jak fesit (uz od posloupnosti), druhé je slozend funkce, vnitini je
1/(2x 4+ 1), kterd jde k 0, které se ale nerovnd a vnéjsi je (arctanz)/x, kterd jde k
jedné, kdyz x jde k nule.

. T+ 2 v
lim
z—oo \ 20 — 1

Reseni: Prevedeme na znamy tvar

lim &’ = ),

T—00

e¥ je spojita, tedy dle véty o slozené fci budeme fesit jen ”vnitiek”.

2 2
limlen(2x+ ):limeIimln<x+ )zlim$2 lim Iny = —o0

T—00 €r — 1 T—00 T—00 2;C — 1 T—00 y—>1/2

Co jsme pouzili: jednak opét slozenou funkei: vnitini je (z+42)/(2x—1), v nekoneénu
(a nekdé daleko za nulou), celkem ndm vyjde, ze vyraz je definovany a jde k —oo,
(pozor na to, médme i zdporné nekonecéno a ob¢as k nému néco bézi, myslet na to:)).
Dosadime do puvodniho vyrazu:

lim eY =0.

Y——00

, COST \ 22
lim
z—0 \ COS 2%

i 1 1 ( CcoS T >
e — .
om0 P 22 M \Gos 2

Resfme vnitini funkei, exponencidla ja spojita a tak déle...

ReSeni: Prevedeme:

o1 COS 1 In[l + 222 —1] / cosx
hm—ln( ):— cos 2z ( _1):
z—0 12 cos 2T 2 =1 cos 21
In|1 4 =2 1 1
lim [ COS;"SZI ] -lim — - ( cost _ 1) =
—0 -1 z—0 2 \cos2z
.1 cosz —cos2x . 1 . COSZT — COS 2%
1-lm—+ —m——— = 1lim - lim =
z—0 12 cos 2z z—0 cos 2 2—0 2
1 Tim = (1 —cosz)+1—cos2x i = (1 —cosx) N lim41 —cos2r
x—0 ;[;2 z—0 ;[j2 x—0 4%2
1 1 3
a4 =2
2 + 2 2

Celkem mdme e3/2



12.

lim

n—oo

313n2

’I’L2 + 1 vne+3n
n?—1

Reseni: Tahle limita nevypadd nic moc, s aparatem na posloupnosti si moc nepomuzeme ]

¢ili vyuzijeme Heineho vétu. Posloupnosti volime z, := n. Pak lim, ...n = oo,
x, # oo. Funkci volime:

2 —1

<ZL’2 +1 ) Vad+3z2

Kdyz zjistime limitu této funkce v oo, tak budeme zndt i lim,, ., f(x,) = lim,_ f(n)]]
Tedy do toho: rutinni postup

2 Va3 +322?
<$ + 1) . 6\/13+3x2 ln<%)

2 —1

Opét rutinné: exponenciéla je spojita (vsude:)) fesime jen vnitini funkei, pak dosadime]]
dle véty o limité slozené fce.

(14 ) 2

241
lim Va3 + 322 1n <:1:2 + 1) = lim Va3 + 322 5
x‘ —

T—00 T—00 v . 1‘2 -1 -
In (1+ % 20/13 + 312
1imw' hmi——i_lle.o
r—00 r—00 €Tre —

x2—1

Celkem méame e® = 1.

A dle avah pte vypoctem toto plati i pro limitu posloupnosti. Vysledek je 1.



