
5.cvičeńı
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Teorie

Definice 1. Řekneme, že posloupnost {an}∞n=1 má limitu ∞ (resp. −∞), jestliže plat́ı:

∀k ∈ R ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N n ≥ n0 : an ≥ k

(resp.
∀k ∈ R ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N n ≥ n0 : an ≤ k).

Věta 2. Posloupnost reálných č́ısel {an}∞n=1 je konvergentńı právě tehdy, když splňuje
Bolzano–Cauchyho podmı́nku:

∀ǫ > 0 ∃n0 ∈ N ∀m,n ∈ N m,n ≥ n0 : |am − an| < ǫ.

Věta 3. Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost s kladnými členy, splňuj́ıćı:

lim
n→∞

an+1

an

= A.

Pak také

lim
n→∞

n
√

an = A.

Věta 4. Mějme posloupnost {an}∞n=1 s limitou limn→∞ an = A ∈ R a mějme {bk}∞k=1

posloupnost vybranou z {an}∞n=1. Pak také limk→∞ = A.

Př́ıklady

Spočtěte následuj́ıćı limity

1.

lim
n→∞

sin(n
π

4
)
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Řešeńı: Najdeme vybrané podposloupnosti s r̊uznými limitami. Kupř́ıkladu pro
n dělitelná 8 źıskáme sin(2π) = 0, zat́ımco pro n, která maj́ı po děleńı 8 zbytek
2 źıskáme sin(1/2π) = 1. Takže máme 2 r̊uzné podposloupnosti s r̊uznými, dosti
vzdálenými limitami. Stač́ı použ́ıt Větu o limitě vybrané posloupnosti. Jiný zp̊usob
je použ́ıt Bolzano–Cauchyho podmı́nku: zvoĺıme ǫ < 1 a najdeme protipř́ıkladová n0

pomoćı úvahy výše.

2.

lim
n→∞

3
√

n + 1 − 3
√

n

Řešeńı: Jednak když se pod́ıváme na úlohu, můžeme zkusit odhadnout limitu.
Odmocnina zmenšuje rozd́ıly, takže můžeme doufat, že rozd́ıl se bude zmenšovat a
limita p̊ujde k nule. A ted’ formálně - rozš́ı̌ŕıme vhodným zlomkem tak, abychom se
zbavili odmocnin:

lim
n→∞

3
√

n + 1 − 3
√

n = lim
n→∞

( 3
√

n + 1 − 3
√

n) · (n + 1)2/3 + 3
√

n + 1 3
√

n + n2/3

(n + 1)2/3 + 3
√

n + 1 3
√

n + n2/3
=

= lim
n→∞

n + 1 − n

(n + 1)2/3 + 3
√

n + 1 3
√

n + n2/3
= lim

n→∞

n2/3

n2/3

1
n2/3

3

√

1 + 2
n

+ 1
n2 + 3

√

1 + 1
n

+ 1
=

=
0

3
√

1 + 0 + 0 + 3
√

1 + 0 + 1
= 0

Uvědomı́me si, že jsme použili Větu o aritmetice limit.

3.

lim
n→∞

n
√

n2 + 2n + 3n

Řešeńı: Použijeme třet́ı větu a budeme zjǐst’ovat limn→∞

an+1

an
, tedy:

lim
n→∞

(n + 1)2 + 2n+1 + 3n+1

n2 + 2n + 3n
= lim

n→∞

3n+1

3n+1

(n+1)2

3n+1 + (2
3
)n+1 + 1

n2

3n+1 + 1
3
(2

3

n
) + 1

3

=
0 + 0 + 1

0 + 1
3
· 0 + 1

3

= 3

4.

lim
n→∞

(−1)n
√

n(
√

n + 1 −
√

n)

Řešeńı: Nejprve se soustřed́ıme na sudé členy a zlomek rozš́ı̌ŕıme:

lim
n→∞

(
√

n2 + n −
√

n2) ·
√

n2 + n +
√

n2

√
n2 + n +

√
n2

= lim
n→∞

n2 + n − n2

√
n2 + n +

√
n2

=

lim
n→∞

n

n

1
√

1 + 1
n

+
√

1
=

1√
1 + 0 + 1

=
1

2

Pro liché členy spoč́ıtáme limitu úplně stejně, vyjde nám −1/2. Čili limita neexistuje.
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5.

lim
n→∞

n
∑

k=1

1

k(k + 1)

Řešeńı: Použijeme trik:

1

k(k + 1)
=

1

k
− 1

k + 1

. Nyńı aplikováno na limitu źıskáme:

lim
n→∞

n
∑

k=1

1

k(k + 1)
= 1 − 1

2
+

1

2
− 1

3
+

1

3
− 1

4
+ · · ·

Ocásek sumy je maličký (jde k nule), a všechny členy kromě jedničky se sežerou...
Tedy výsledek je roven 1.

6.

lim
n→∞

3
√

n3 + 1 −
√

n2 + 1

Budeme pracovat se zlomkem:

lim
n→∞

6
√

(n3 + 1)2 − 6
√

(n2 + 1)3

Ten rozš́ı̌ŕıme, aby nám zmizela šestá odmocnina. Měla by vyj́ıt 0.

7.

lim
n→∞

(

1 − 1

22

)

·
(

1 − 1

32

)

· · ·
(

1 − 1

n2

)

Řešeńı: Použijeme opět trik:

1 − 1

k2
=

k2 − 1

k2
=

(k − 1)(k + 1)

k2

Když si nyńı limitu rozeṕı̌seme, začnou se nám závorky navzájem krátit s jmenovateli
a zbyde nám 1/2 a malý zbytek. Tedy limita je rovna 1/2.

8.

lim
n→∞

1

2

3

4

5

6
· · · 2n − 1

2n

Řešeńı: Řeš́ıme na základě znalosti nerovnosti:

lim
n→∞

1

2

3

4

5

6
· · · 2n − 1

2n
≤ 1√

2n + 1

což jde k nule. Zespoda je limita také omezená, vše je kladné. Čili celkem je ronva
0.
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9.

lim
n→∞

3

(

1 − 1

n

)

+ 2(−1)n

Řešeńı: Rozděĺıme opět na sudé a liché členy:

lim
n→∞

3(1 +
1

n
) + 2 = 3 + 2 = 5

lim
n→∞

3(1 +
1

n
) − 2 = 3 − 2 = 1

Čili opět máme dvě r̊uzné limity, ale jedna posloupnost nemůže mı́t 2 limity. Tedy
limita neexistuje.
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