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Teorie
Definice 1. Rekneme, Ze posloupnost {a,}2°, ma limitu oo (resp. —oc), jestlize plati:
VEeRIngeNVReENNn>ng: a, >k

(resp.
VkeR IngeNVReNnn>ng: a, <k).

Véta 2. Posloupnost redlnych éisel {a,}>2, je konvergentni pravé tehdy, kdyz spliuje
Bolzano-Cauchyho podminku:

Ve >03dng e NVm,n e Nm,n >ng: |a, —a,| <e.
Véta 3. Necht {a,}5°, je posloupnost s kladnymi ¢leny, spliujici:

. An+1
lim = A.
n—oo an

Pak také
lim /a, = A.

Véta 4. Méjme posloupnost {a,}22, s limitou lim, . a, = A € R a méjme {b;}2,
posloupnost vybranou z {a, }° . Pak také limy .., = A.

Piiklady
Spoctéte nasledujici limity
1.

7r
lim sin(n
im sin(n 1 )

n—oo



Reseni: Najdeme vybrané podposloupnosti s riznymi limitami. Kupiikladu pro
n délitelnd 8 ziskdme sin(27) = 0, zatimco pro n, kterd maji po déleni 8 zbytek
2 ziskdme sin(1/27) = 1. Takze méme 2 ruzné podposloupnosti s ruznymi, dosti
vzdalenymi limitami. Sta¢i pouzit Vétu o limité vybrané posloupnosti. Jiny zpusob
je pouzit Bolzano—Cauchyho podminku: zvolime € < 1 a najdeme protiptikladova ng
pomoci uvahy vyse.

lim Vn+1—/n

n—oo

Reseni: Jednak kdyz se podivdme na tlohu, muzeme zkusit odhadnout limitu.
Odmocnina zmensuje rozdily, takze muzeme doufat, ze rozdil se bude zmensovat a
limita ptjde k nule. A ted formélné - rozsifime vhodnym zlomkem tak, abychom se
zbavili odmocnin:

o — o — n+ 123+ /n+ 1y/n +n?/3
Ve bl Ve =l Vet - Yn) E +1;2/3+\/W§+n2/3:
_ lim n+l-n _ im n?/3
o0 (n o 128+ 1+ 0?3 7Hm”“vﬁ+ +L +Vh+ 1
0
VIO 0+ VIFO0+1

Uvédomime si, ze jsme pouzili Vétu o aritmetice limit.

lim Vn? 4 27 + 3n

n—oo

Reseni: Pouzijeme tfeti vétu a budeme zjistovat lim,,_, ntl
n

lim (n+ 1)2 + gn+1 +3n+1 e 3n+1 (g:jz 4 (%)n-i-l | B 04+0+1
n—>00 n2 + 2n 4 3n  nooo 3l
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lim (=1)"v/n(vn+1—+/n)

n—oo

ResSeni: Nejprve se soustfedime na sudé cleny a zlomek rozsiiime:

lim(\/M—\/_?) Vn? —|—n—|—\/_ ~ lm n? 4+ n —n?

n
n—00 Vn?+n+vn?  noeo \/n2+n+\/

n 1 1

e 141y ] \/m” 2

Pro liché ¢leny spocitame limitu iplné stejné, vyjde ndm —1/2. Cili limita neexistuje.
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Reseni: Pouzijeme trik:
1 1 1
kk+1)  k k+1
. Nyni aplikovano na limitu ziskame:

lim

" 1
> !
n—o0 £ k(k—}—l) 2 2 3 3 4

Ocések sumy je malicky (jde k nule), a vsechny ¢leny kromé jednicky se sezerou...
Tedy vysledek je roven 1.

lim vn3+1—+vn2+1

n—oo

Budeme pracovat se zlomkem:

lim ¢/(n3 +1)2 — ¢/(n%+1)3

n—oo

Ten rozsitime, aby nam zmizela Sestd odmocnina. Méla by vyjit 0.

. 1 1 1
 1-2) (-2) (-2

Reseni: Pouzijeme opét trik:
1 k-1 (k=1(k+1)
I=E=m = k2
Kdyz si nyni limitu rozepiSeme, za¢nou se nam zavorky navzajem kratit s jmenovateli
a zbyde ndm 1/2 a maly zbytek. Tedy limita je rovna 1/2.

. 135 2n —1
lim ———---

Reseni: Resime na zdkladé znalosti nerovnosti:
135 2n —1 < 1
n—oo 246 2n T 2n+1

coz jde k nule. Zespoda je limita také omezend, vse je kladné. Cili celkem je ronva
0.




hm3(1—1>+%—U”

n—o00 n

Reseni: Rozdélime opét na sudé a liché cleny:

1
lim 3(14+ =) +2=3+2=5
n

1
lim 3(14+-)—2=3-2=1
n—oo n

Cili opét mame dvé razné limity, ale jedna posloupnost nemuze mit 2 limity. Tedy
limita neexistuje.



