3.cviceni - vysledky a navody

October 18, 2009

Pripomenuti teorie:
Definice 1. Binarni relaci FF C A x B nazyvame zobrazenim neboli funkci
mnoziny A do mnoziny B, jestlize plati
Ve € AVyi,yo € B: ([x,n] € F & [z,90] € F = y1 = y).
Mnozinu
{r e A;Jy € B: [z,y] € F}

nazyvame Definitionicnim oborem zobrazeni (funkce) F a znacime D(F') (nebo
Dom(F')). Mnozinu

{y e B;3x € A: [z,y] € F}
nazyvame oborem hodnot a znac¢ime H(F') (nebo Rng(F))).
Definice 2. Necht A a B jsou dvé mnoziny a necht f : A — B je zobrazeni.
e Necht M C A. Pak mnoZinu
f(M):={yeB; IzeM: f(z)=y}
nazyvame obrazem mnoZziny M pti zobrazeni f.

e Nechtf P je libovolnd mnozina. Pak mnoZinu
fHP) ={z € A; f(z) e P}
nazyvame vzorem mnoziny P pti zobrazeni f.
Definice 3. Necht A a B jsou dvé mnoziny a necht f : A — B je zobrazeni.
(1) Rekneme, Ze f je prosté (injektivni), jestlize
Y,y e A [f(x) = fly) = ==y
(2) Rekneme, Ze f je na (surjektivnd), jestlize
Vye B3z e A: f(z)=y.

(3) Rekneme, ze f je bijekce (vzdjemné jednoznacné), jestlize je zaroven prosté
a na.



Piiklady
1. Dokazte nésledujici tvrzeni:
A\ (A\B)=ANB

a de Morganovy vzorce

n

c\Jai=e\a

=1

n

V4= 4

i=1
Reseni: Rovnost dokazujeme dvéma inkluzemi.

ORS
Necht z € A\ (A\ B), pak plati: (z € A) A (x & (A\ B)), coz muzeme
rozepsat jako: (x € A)A(x € BV e A').

Ale jelikoz x nemuze lezet zaroven v A a v jeho dopliku, tak ndm zbyva,
zex € ANz € B. Coz je totéz, jakoze © € AN B.

de

Necht x € AN B, coZ je totéz, jakoze x € AN x € B. Jelikoz x lezi v B,
tak nemuze lezet v A\ B.

Takze mame, ze * € ANz ¢ A\ B. Coz muzeme zapsat, jakoze = €

A\ (A\ B)
(b) Tento priklad jsme si ukazovali na cviceni
(c) Dokézeme indukci

i. pron =1 zjevné plati
C\A =C\A;.
ii. pron =2 mame
C\ (AN Ay) = (C\A)U(C\ Ay),

ze to plati, lehce ovérime z obrazku nebo podobnym zpusobem, jako
v prvinim prikladé
iii. nyni budeme predpokladat, ze rovnost plati pro n = k, neboli

k

c\NA=U©\ 4

=1

2



a budeme chtit dokazat, ze plati i pron = k+1. RozepiSeme si levou
stranu:

k+1 k
C’\ﬂAi:C\< AmAkH).
=1 =1

Provedeme substituci a pouzijeme predpoklad pro n = 2, kde za A;
vezmeme (ﬂle Ai> a za Ay vezmeme Ay, . Ziskdme

=C\ (ﬂAmAkH) = (C\ﬂAZ) U(C\ Apyr)

Pouzijeme indukéni prepoklad a jsme hotovi.

k k k+1
(O\OAZ-) OO\ Apr) = O\ A)U(C\ Apr) = [ (O 4)).

=1 =1

2. Necht f je zobrazeni mnoziny M do mnoziny N anecht A, B C M, C,D C N.
Dokazte nasledujici tvrzeni:

ACB=f(A)Cf(B)

Regeni: chceme ukézat, Ze jestlize y € f(A), pak také y € f(B), za piedpokladu
ACB.

Volme tedy y € f(A), coz znamend, ze y je v obrazu mnoziny A, tedy ma
ngjaky vzor x € A, ze f(x) = y. Nebot x € A, kterd je podmnozinou B, pak
také x € B. V tom piipadé ale plati, ze f(z) € f(B). Nyni si sta¢i uvédomit,
ze f(x) =y a jsme hotovi.

Ukazte, ze neplati:

CZD=f1(C)Z (D)

Resenf: pfipomeneme si negaci vyroki, konkrétné implikace a budeme hledat
vhodny protipiiklad, ktery splnuje:

CZDAFC)C D).

Volme kupiikladu funkci f jako konstantni funkci na R : f(z) = 1 Ve € R
a mnoziny C' = {1} a D = {2}. Uréime vzory téchto mnozin: f~1(C) =0 a
YD) = R. Ale jelikoz je prdzdnad mnozina obsazena v kazdé mnoziné, tak
plati, ze

fHeyc o).

Reknéte, kdy plati:



Resen{: funkce musi byt prostd. Kdyby nebyla, pak bychom v jejim obrazu
mohli najit bod, ktery ma jesté jeden vzor nékde mimo nasi mnozinu A.
Promyslete si, ze predpoklad byt bijekci je zbytecné silny.

Reknéte, kdy plati:
f(f(B)) =8B
Resen{: funkce musi byt na. Kdyby nebyla, tak pro é¢dst mnoziny B nenajdeme

vzor, ktery ndm pak bude chybét. Opét si promyslete, zZe nemusi byt bijekei.

. Necht f je zobrazeni{ mnoziny M do mnoZiny N a necht A;, i =1,...,n jsou
podmnoziny mnoziny M. Potom:

/ (U Az-> - s

Reseni: opét indukef.

(a) n=1, zjevne f(A1) = f(A1)

(b) n =2, chceme dokdzat, ze f(A; U As) = f(A1) U f(A2). Toto dokdzeme
opét pomoci dvou inkluzi.

Necht tedy y € f(A;UAy), tedy 3z € (A;UAy) takové, ze f(x) = y. Bez
jmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze z € A;. Tedy y = f(z) €

f(A1) C (f(A) U f(A2)). )
Opacnd inkluze: necht y € f(A;)Uf(Az). BUNO y € f(As), z predchozich
piikladu (2.)vime, ze f(A2) C f(A; U Ay), ¢ili tvrzeni plati.

(c) predpoklddejme, ze tvrzeni plati pro n = k, tedy

f (U Ai> = Uf(A»

(d) pro n =k + 1 si rozepiSme levou stranu rovnice
k+1 k
f <U Ai> = f (U AU Akﬂ) .
i=1 i=1

Pouzijeme predpoklad pro n = 2 a uzijeme podobnou substituci, jako v
prvém piipadé. Nasledné pouzijeme indukéni predpoklad pro n = k:

f (U AU Akﬂ) = f (U Ai) U f(Ak) = U £ (40

i=1



Jsme hotovi.

Dokazte, ze:
F A\ f(A2) C f (AL Ag)

Resen{ jsme si ukazovali na cviceni, rovnost plati tehdy, kdyz je funkce prost.
Nejprve najdéte priklad, ze rovnost opravdu nemusi nastavat. Abychom dokazali
rovnost, tak nam chybi inkluze ”2”. V prubéhu jejitho dikazu nam vyplyne
nutnost prostoty funkce.

Necht tedy y € f(A; \ As), to znamend, ze dx € Ay \ As, 7e y = f(x).
Pouzitim piikladu 2. ziskdme, ze navic y € f(A;). Takze ndm zbyva uz jen,
zey & f(Az).

Specialni volbou mnozin A; a A, ziskame pozadavek prostoty funkce. Volme
tedy Ay = {x}, praveé to x, ze f(z) = y. Az volme jako Ay = M \ z. Jelikoz
vyraz musi platit pro kazdé libovolné mnoziny A; a A,, muzeme si je zvolit i
takto. A nyni aplikujme pozadavek, ze y € f(Az), coz jinymi slovy znamen4,
ze zadny jiny bod, nez bod x, se nesmi zobrazit na y. Protoze to musi platit
pro vSechna y a jim nalezena z, tak je to jinak feceny pozadavek, ze funkce
f musi byt prostd, nebot Zadné y nesmi mit vice, nez jeden vzor. Témito
tivahami se zjist{, Ze funkce musi byt prostd. Ze je to nutnd podminka. Ze
je to podminka postacujici, snadno zjistite sami (prepokladejte, ze funkce je
prosté a pokuste se dokdzat tu druhou inkluzi, nez je v zadani) .

f (ﬂ&) - mf(Az‘)

Kdy plati rovnosti?

Regeni: méjme y € f (N, 4;). Pak 3z € A, takové, ze f(r) = y a to pro
Vi =1,...,n. (PovSimnéme si kvantifikatoru, to nalezené x je pouze jedno,
zato se nachdzi ve vsech A;.)

Tedy y € f(A;) Vi=1,...,n. Ciliy € N, f(4).

Proc¢ neplati rovnost? Jako piiklad si vezméme funkci, kterd vsem kladnym
¢islim prifadi jednicku a nule ptitadi nulu. Jako mnoziny zvolme A; :=
{0} U (m —1;m), kde m = 1,...,10. Prunikem téchto mnozin je pouze nula:
Nizi Ai = {03, takze f(N,2, A) = {0}.

Ale f(A;) = {0,1}, takze (2, f(A;) = {0,1} # {0},

Zbyva vytesit otdazku, kdy plati i opaénd inkluze. Méjme y € (., f(A), tedy
VA; 3x; takové, ze f(x;) = y. My bychom navic chtéli, aby y € f((i; Ai).
To znamend, ze ta nalezend x; musi byt vSechna stejna (to neznamend, ze je
to x; jen jedno v kazdé mnoziné, ale co kdyby nahodou, co kdyby ta mnozina
obsahovala pravé jen to x;), vezmeme-li si pravé popsany piipad, ze mnoziny
maji jen jeden bod, tak zjistime, ze kdyby z; nebyla stejna, tak y nikdy nebude



lezet v pruniku A;. Ale to znamend, ze y ma jen jeden vzor. Takze funkce
musi byt prostd. Jsme hotovi.

4. Necht f je zobrazeni mnoziny M do mnoziny N a necht B;, B, a B jsou
podmnoziny mnoziny N. Dokazte nasledujici tvrzeni:

FH B\ By) = fH(By)\ [ (By)

Regeni: Necht x € f~Y(B; \ By), pak Jy € By \ B, takové, ze f(z) =y. Tedy
r € f7YBy). Déle z € f~(B,), kdyby ano, tak 3z € B, takové, ze f(z) = 2.
Ale jelikoz jsou B; \ By a By disjunktni, tak by x mélo dva ruzné obrazy, coz
je spor s definici zobrazeni.

f7HB) = fTH(BNf(M))

Resent: je vidét. f(M) je mnozina viech moznych obrazii mnoziny M, a pouze
tato mnozina ma vzory, takze libovolny bod mnoziny B, ktery je mimo f(M)
nemuze mit vzor.

5. Dokazte o sklddani funkeci:

(a) je-li f rostouci a g klesajici, pak f o g je klesajici
Regeni: je-li z <y, pak g(z) > g(y) (z definice klesajici fce). Je-li u < v,
pak je f(u) < f(v) (f je rostouci fce). Provedeme substituci u := g(z) a
v := g(y) a jsme hotovi.

(b) je-li f omezend a g libovolnd, pak f o g je omezena
Regeni: |f(z)| < M Vx a pro néjaké M € R. Takze at uz g zobrazi svij
defini¢ni obor kamkoli, tak f zafidi, ze vysledek bude omezeny.

(c) je-li f lichd a g suda, pak f o g je suda
Regeni: g(z) = g(—z) (neb g je sudd), takze funkce f obdrzi uz dvé stejna
cisla: f(g(x)) = f(g(—x)).

(d) sklddéani funkei je asociativni, ale neni komutativni

Reseni: asociativita se dokédze tak, Ze se to rozepise. Ze to neni komu-
tativni: protipifkladem jsou tieba funkce f(y) = y? a g(z) = 2z. Pak

flg(z)) = 42, ale g(f(x)) = 222

6. Zkonstruujte bijekci z mnoziny prirozenych ¢isel na mnozinu celych cisel a
bijekci z mnoziny celych ¢isel na mnozinu raciondlnich ¢isel. Tedy ukazte, ze
mnoziny N, Z a Q maji stejnou mohutnost.

Regeni: dovolim si vas odkézat na Wikipedii: http://cs.wikipedia.org/wiki/Mohutnost,
hledate kapitolu Hilbertuv hotel. Tam zjistite, jak prirozend ¢isla natahnout
na dvojnasobek prirozenych cisel. A tak néjak asi i tusite, ze celych cisel, ja



dvakrét vic, nez ptiroznych (a nula jako bonus k tomu). A to uz je vse, co
potiebujete. Seradit cela ¢isla do posloupnosti uz jisté nebude tézké. Netteba
délat predpis, postaci obrazek.

7. Dokazte (sporem), Ze neexistuje prosté zobrazeni z mnoziny ptirozenych ¢isel
na mnozinu realnych ¢isel, neboli ze R mé vétsi mohutnost nez N.

Reseni: staci ukdzat, ze je nespocetny interval (0,1), nebot ten je obsazen v R.
To najdete tady: http://cs.wikipedia.org/wiki/Cantorova_diagonalni_metoda.

8. Najdéte suprema a infima nasledujicich mnozin v R:
N inf =1 supneexistuje
(0;2] inf=0 sup=2
0;H)NQ inf=0 sup=1
{r € Z;z>—V6} inf=—2 supneexistuje
{(-=1)"v/n;n € N} infneexistuje sup neexistuje
{arctanz;z € R} inf = —7/2 sup =7/2

9. Uved'te piiklad mnoziny, kterd mé supremum, ale nem4 maximum. Uvedte i
piiklad mnoziny, ktera ma infimum, ale nema minimum.



