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Tyto poznamky vznikly ze zapiskti z prednédsek konanych na Matematicko-
fyzikalni fakulté UK v Praze béhem ZS 2004/2005. Kolektiv autorti, kterym
timto dékuji, tvorili Pavel Franc, Peter Franek, Zuzana Kasarova, Libor Kiizka,
Petr Luft, Martin Sikora a Ladislav Si§ma. Text je prozatimni a mohou se v
ném vyskytnout chyby.



1 Uvod

Poznamka: Nékteré pasaze uvodu doporucuji ¢ist az po precteni samotného
textu - ukazuje totiz souvislosti a smysl jednotlivych partii.

Hlavnim cilem, ktery je zpracovan v tomto textu, je explicitni popis konecné
dimenzionalnich ireducibilnich reprezentaci obecné lineadrni grupy a grupy per-
mutacni. Explicitni znamend takovy, ktery nepouzivéa byt velice elegentni a jed-
notné, avsak trochu pro konkrétni vypocty na jisté irovni nepraktické teorie
nejvyssi vahy. To ovSsem neznamend, Ze bychom teorii nejvyssi vahy nepouzili.
Budeme ji pouzivat, ale jeji role se z oblasti vysledki vyzkumu prenese do oblasti
dikazi vysledkid novych.

Latka obsazena v tomto textu patfi mezi klasické partie, rozpracované jiz na
zacatku 20. stoleti zakladateli Schurem, Frobeniem a Weylem. (Pfevazné) Car-
tanova teorie nejvyssi vadhy je trochu mladsi. My vSak budeme sledovat trochu
modernéjsi piistup, uvedeny napi. v knize Goodmana a Wallacha (viz Good-
man, R., Wallach N.: Representation and Invariants of Classical Groups, CUP,
1998), ktera se opird o zndmé Weylovy Abhandlungen.

Vychéazime z toho, ze ¢tenar zné alepson zaklady teorie nejvyssi vahy, tj. vSechny
koneéné dimenzionaln{ ireducibilni reprezentace SL(n, C) se poklddaji za zndmé
- alesponi co do klasifikace (pro jistotu nékteré vysledky pro grupu GL(n,C)
uvedeme). Fourierova analyza spolu s nékolika zdkladnimi fakty o polojed-
noduchych algebrach nam umoZni zjistit pocet vSech ireducibilnich repre-
zentaci grupy Gj. Pouzité metody jsou v jistém slova smyslu pouze oprasené
a do nového havu prevleéené metody klasické, pouzivané jiz Schurem a Fro-
beniem. Konkrétné o polojednoduchych alegbrach A; @ ... ® Ay zjistime, Ze
pocet jejich ireducibilnich reprezentaci se rovna poc¢tu jednoduchych sumanda
takové alegbry. Déle se ukaze, ze poc¢et konjugacnich t¥id koneéné grupy je roven
dimenzi prostoru centralnich elementii jeji grupové algebry C[G]. Bijektivnost
Fourierovy transformace F : C[G] — End(V7) @ ... ® End(V}) poskytne, Ze
prostor centralnich elementii je izomorfni s linedrnim obalem idempotenti v
End(V1) @ ... ® End(Vy), ktery ma dimenzi rovnou poé¢tu jednoduchych kom-
ponent, tj. k. Diky pfedchozimu je tedy pocet ireducibilnich reprezentaci roven
poctu konjugacnich tiid.

Véta o dvojitém komutantu nas piivede k myslence zkoumat reprezentace
Gy pomoci reprezentaci jejiho komutantu. Jakmile se zjisti, ze komutantem je
pravé tenzorova reprezentace grupové algebry grupy linearni obecné (Schurova
dualita), bude zfejmé, Ze teorie nejvyssi vahy pro GL(n,C) miZe zaujmout své
misto v argumentacich tykajicich se grupy symetrické. Jelikoz ndm véta o dvo-



jitém komutantu umozni parametrziovat neekvivalentni ireducibilni Gx-moduly
(brané jako podmoduly ®*C", na ni% permutac¢ni grupa ptisobi permutovanim
pofadi vektorti v k-tenzoru) pomoci jisté mnoziny, oznacené pro tuto chvili M,
souvisejici s reprezentacemi GL(n, C), budeme védét, ze pokud pocet prvkt M
je vétsi nebo roven poctu prvkt konjugacnich tr¥id &y, obdrzime ireducibilni re-
prezentace &y, vSechny. Kupodivu M bude mnozina vah A = (A1,...,\,) grupy
GL(n,C) splitujicich relaci .~ | A; = k, tj. budou to rozklady (prvky mnoziny
Par(k,n)) ¢isla k na nejvySe n Casti - nezapomeiite, Ze vahy koneéné rozmér-
nych reprezentaci jsou celoc¢iselné. Vzpomenete-li si, ze pocet konjugacnich t¥id
permutacni grupy je roven poctu rozkladd, uvidite, ze volime - li n > k, je
M = Par(k), tj. pfesné tolik, co konjuga¢nich t¥id a tedy jako neekvivalent-
nich ireducibilnich reprezentaci grupy &y. Intimita Schurovy véty o dualité je
nahlédnuta alespon z formalniho - uZzivatelského hlediska: rozklady hraji roli
jak pro GL(n,C), tak pro &. Zatimco pro &x-moduly ddme popis jejich béze,
pro moduly GL(n,C) poskytneme alespoii projektory reprezentace zndmé (tzv.
tenzorové) na né. Technika bude zaloZena na pouziti tzv. Youngovych diagram
a tabeleaux.

Posledni ¢ast textu se vénuje aplikacim reprezentaci v absorpéni spektrosko-
pii. Matematickym prostfedkem budou tzv. Murnaghan-Nakayamova pravidla.
Zminime se také o klasickém pristupu, a sice o Schurovych relacich ortogonality,
které supluji uziti Fourierovy transformace. Tzv. 1. Schurovy relace lze snadno
dokazat i bez ni, druhé lze také dokazat bez jejiho pouziti - snadnéji vSak s jeji
pomoci.

Hermann Weyl (1885 Hamburg - 1955 Zurich). Studoval v Mnichové a Go-
tingenu. Jeho skolitelem v Gotingenu byl David Hilbert. Ve 20. letech se zabyval
hlavné teorii Riemannovych ploch a rozvinul teorii reprezentaci - pfedevsim zo-
becnil Schurovy vysledky a dokézal tzv. Weylovu formuli pro charaktery. Na
své pozici v Zurichu, kde spolupracoval s Einsteinem, se zabyval kvantovou me-
chanikou (Gruppentheorie und Quantummechanik). Uvedl prvni klasickou teorii
sjednocujici elektromagnetizmus s obecnou relativitou. Roku 1933 kviili pavodu
emigroval do USA (Princeton). Souhlasil s Husserlem, kdyz tvrdil viceméné fi-
lozoficky, ze Cantorovo kontinuum je iluzi.

Issai Schur (1875 Mogyljov, byv. Rusko - 1941 Tel-Aviv). Na studiich v Berliné
byl zdkem Frobenia. Spolu s Frobeniem a Burnsideem zalozili teorii reprezentaci.
Zabyval se Galoisovou teorii a byl prikopnikem kohomologickych grup. Po tlaku
Bieberbacha odesel 1939 do Palestiny.

Elie Cartan (1869 Chambery - 1951 Paris). Pracoval na Lieovych algebrach;
dokon¢il uplnou klasifikaci zapoc¢atou Wilhelmem Killingem pomoci automorfi-
zmu jistych geometrickych struktur - objev Gy aj. vyjimeénych jednoduchych
Lieovych alegber. Vypracoval teorii nejvyssi vahy. Zobecnil v té dobé jiz neu-
drzitelny Kleintv Erlangensky program, zobecnujice takto i Darbouxovu teorii
"kinematiky” (objev tzv. Cartanovy konexe). Byl prezidentem Academie Fran-



cais roku 1945.

Ferdinand Frobenius(1849 Berlin-Charlottenburg - 1917 Berlin). Studoval
u Ernsta Kummera, Leopolda Kroneckera a Karla Weierstrasse v Gotingenu.
Dokéazal Sylowovy véty pro ”abstraktni” grupy. Habilitoval se a profesuru ziskal
v rodném Berliné, kde také rozvinul teorii charakterti v reprezentacni teorii
kone¢nych grup, dfive uzivané jen v teorii ¢isel.

2 Asociativni algebry a jejich reprezentace

2.1 Zakladni definice a priklady

Definice 2.1. Necht A je vektorovy prostor nad C. Bud p C-bilinedrni zobra-
zeni

Ax A — A
(,y) — zy:=up(zy), (z,y)cAxA

takové, ze plati
(zy)z = x(yz) Va,y,z € A,

pak A se nazyva asociativni algebra. Existuje-li navic v algebtfe A jednotkovy
prvek 1 takovy, ze plati

lx=x21=2 VxcA,
pak A se nazyva asociativni algebra s jednotkou.

Piiklad 2.2. Bud G grupa, C[G] := {f : G — C; supp(f) koneéna}, kde
supp(f) := {z € G; f(z) # 0}. Pak C[G] je asociativni algebra s jednotkou.
Béaze C[G] je tvofend vektory o, = € G:

{0 proxr £y

O = .
) 1 proz=y

Rozvoj libovolného elementu C[G] v této bazi mé tvar
x = Z z(g)dq, = € C[G],
geG
nasobeni ma nasledujici tvar (konvoluce):

zxy = Y x(g)y(h)dgn

(g,h)EG?
@xy)g) = Y w(k)y(k ')
keG

Jednotkovy prvek je 1 = d., kde e je jednotka grupy G.



Priklad 2.3. Necht V je vektorovy prostor nad C koneéné dimenze. Pak
End(V) je asociativni algebra s jednotkou.

Definice 2.4. Bud A, A’ asociativni algebry s jednotkou. Zobrazeni p : A — A’,
které splnuje
p(x)p(y) = play) Y,y € A, p(1) =1’

se nazyva homomorfizmus asociativnich algeber.

Poznamka 2.5. Je-li ® : G — H grupovy homomorfizmus grup G a H, pak
jej 1ze rozsirit na homomorfizmus asociativnich grupovych algeber

& C[G] — C[H], Y w(9)d, — Y 2(9)da(y)

Definice 2.6. Bud A asociativni algebra, V' vektorovy prostor kone¢né dimenze
nad C, p : A — End(V) homomorfizmus asociativnich algeber. Pak usporddana
dvojice (p, V') se nazyva reprezentace algebry A na V, vektorovy prostor V se
nazyva A-modul reprezentace p.

Definice 2.7. Podprostor U C V, pii zadané reprezentaci p : A — End(V) se
nazyva A-invariantni, popt. jen invariantni, pokud U je A-podmodul V, tj. pro
kazdg x € A av e U je p(x)v € U.

Definice 2.8. Reprezentace (p, V') se nazyva ireducibilni, pokud obsahuje jen
trividlni podmoduly, {0} a V.

Definice 2.9. Reprezentace (p, V') algebry A je vérnd, pokud plati Ker(p) = 0.

Definice 2.10. Necht (p, V') a (7, W) jsou reprezentace A. Zobrazeni T': V —
W, které spliuje

T(p(a)v) = 7(a)(T(v)) Ya € Ajv €V,

se nazyvéa splétajici zobrazent, popt. homomorfizmus A-modulu V a W. Mno-
Zina vSech splétajicich homomorfizmu tvori vektorovy prostor, ktery se znaci
Hom 4(V, W). Podobné se definuje i End 4 (V).

Definice 2.11. Reprezentace (p, V') a (1, W) algebry A jsou izomorfni, pokud
existuje splétajici izomorfizmus V a W, t.j. invertibilni splétajici homomorfi-
zmus. Znac¢ime (p, V) = (1, W).

Véta 2.12 (Schurovo lemma). Necht (p,V) a (1,W) jsou koneéné dimenzio-
ndlni ireducibilni reprezentace algebry A nad C. Potom plati

1 pro (p,V) = (1,W)

dim Hom4(V,W) = {0 jinak

Dikaz.



(1) Nejdiive ptedpokladejme, Zze 7 neni ekvivalentni s p. Vezmi T €
Hom 4 (V,W). Jelikoz Ker(T) je invariantni podprostor ve V a V je ire-
ducibilni, existuji pouze dvé moznosti: Ker(7') = V, nebo Ker(T) = {0}.
Pokud nastane prvni moznost, je T = 0. Pokud nastane druh4, je tfeba po-
divat se i na obor hodnot Rng(T') splétajiciho T. Rng(T") je pro splétajici
homomorfizmus také invariantni podprostor, tentokrate reprezentace W,
a proto opét z predpokladu jeji ireducibility plyne, ze Rng(T") = {0}, nebo
Rng(T) = W. Pokud nastane prvni moZnost, je T = 0, pokud nastane
drubd, tak uzitim faktu Ker(7T) = {0}, ktery v tomto p¥ipadé predpo-
kladame, dostaneme, ze T' je izomorfizmus, tj. 7 = p, coz je ve sporu s
pocatecnim predpokladem, a proto tato moznost nenastane, tj. ve vSech
pfipadech T' = 0.

(2) Nyni predpoklddejme 7 = p a vezméme 0 # T, S € Homy(V, W), které
jisté existuji. Navic se jedné o izomorfizmy, nebot nebyly-li by monomor-
fizmy nebo epimorfizmy, opét by byly Ker(T') resp. Rng(T) netrividlnimi
invariantnimi podprostory V resp. W, a tak bychom diky ireducibilité do-
stali spor. Tedy jist¢ mohu vytvoiit automorfizmus 7-1S € Aut(V) z
predpokladu konecné dimenze V' ma alesponi jedno nenulové vlastni ¢islo
A € C. Plati tedy Ker(T—1S — Aly) # 0. Jelikoz T~1S — My € End(V), je
jeho jadro je invariantni vuci reprezentaci p. Z ireducibility pak dostavame

Ker(T7'S — My) =V = T8 — Ay = 0,

tedy S = AT. Dimenze Hom4(V, W) je proto jedna. (Kdybychom byli
volili 7" nebo S jako 0, byli bychom dostali linedrni zavislost automaticky.)

O

Véta 2.13 (Burnside). Bud (p, V') konecnédimenziondini ireducibilni reprezen-
tace asociativni algebry A. Predpoklddejme p(A) # 0. Pak p(A) = End(V).

Poznamka 2.14. Z ptedchozi véty vyplyva, Zze dimenze obrazu netrivialni ire-
ducibilni reprezentace asociativni algebry je dana dimenzi daného .A-modulu.

Definice 2.15. Bud (p,V) reprezentace asociativni algebry 4. Pokud pro
vSechny A-invariantni podprostory U C V existuje A-invariantni podprostor
U' CV takovy, ze U @ U’ =V, pak (p, V) se nazyva uplné reducibilni.

Poznamka 2.16. Je-li A-modul V' konecéné dimenze, pak V je iplné reducibilni
prave tehdy, kdyz existuje rozklad na ireducibilni podmoduly

d
V=@V, keN.

k=1

Dtikaz zleva doprave je snadny - indukci podle dimenze tplné reducibilni repre-
zentace.



2.2 Rozklad na izotypické komponenty

Definice 2.17. Bud U ireducibilni A-modul. Potom [U] je t¥ida vSech ekviva-
lentnich, t.j. izomorfnich, .A-moduli. Mnozina vsech tiid ekvivalence se znaci

A.

Definice 2.18. Necht prostory U jsou ireducibilni A-moduly. Bud V' tplné
reducibilni .4-modul. Potom prostor

V= > U ¢€A
Ucv, [U]=¢

se nazyva £-izotypickd komponenta prostoru V. Symbolem FE¢ znacime repre-
zentanta tiidy £ € A.

Poznamka 2.19. Bud ¢ € A. Definujme linedrni zobrazeni Se:
Se :Homy(Ee, V) ® Ee =V, Se(u® w) := u(w)
pro u € Hom4(E¢, V), w € E¢. Pak S¢ je splétajici homomorfizmus a plati
Se(Homy (Ee, V) ® Ee) C Vigy,

jak nahlédneme nésledovné. Snadno zjistite, ze S¢ je splétajici zobrazeni A-
moduld, jak jsem se jiz zminili, pficemz akci na Hom(E¢, V) ® E¢ definujeme
predpisem z.(u®@w) :=uQz.w prox € A, u € Hom(FE¢, V) aw € E¢. Dokazme
inkluzi Sg(Homy(Ee, V) ® Ee) C Viey. Necht v € Homa(FEg, V), potom jak
plyne z aplné reducibility V, je Rng(u) = E¢, nebo Rng(u) = {0} dle Schurova
lemmatu, tj. Rng(u) C Vie).

Véta 2.20. Bud V 1plné reducibilni A-modul, V = V1 @ ... ® Vy bud rozklad
na ireducibilni A-podmoduly *. Potom plati

Vio= D Vi, ¥eA

[Vil=¢
ddle
V=D Ve
ecA

Zobrazeni S¢ z predchozi pozndmky je pak izomorfizmus A-moduli:

Dikaz.

1Tyto vyroky jsou ekvivalentni podle poznamky 2.15.




1)

Direktnost sumy plyne z direktnosti rozkladu na ireducbilni podmoduly
V =Vi®...8Vy. Trividlni je inkluze ®i’[Vi]:§ Vi € Vi) Zbyvatedy V(e C
@@[Vi]:g Vi. Necht a € V(¢). Tedy jisté existuje | € N, ze a = Zi:l u;, kde
u; € Uy, kde [U;] = &, tj. U; je libovolny podmodul V typu &, i =1,...,1.
Rozlozme a = Z?:l v;, kde v; € V;, i = 1,...,d. Navic direktni rozklad
V =V &...®Vy pfichazi vybaven projekcemi p; : V — V;, které jsou
splétajicimi homomomorfizmy. Aplikujme p; pro véchna j = 1,...,d na

prvek a psany jako
d 1
SRR ot
i=1 i=1

Dostaneme

d l l

> pi(wi) =pjla) =Y pj(w) = ij\m (ui),

i=1 i=1

kde jsme v poslednim kroku restringovali projekce na prostor, v némz
lezi elementy, na které projekce piisobi. Nalevo dostaneme v;. Sumujeme-
li predchozi rovnost ptes ;7 = 1,...,d, dosteneme 2?21 v, = a =
Zi’j Pjju,wi- Z Schurova lemmatu (viz 2.11) plyne, Ze pj;y, = 0, kdyz
ng%l Us, tj. kdyz [Vj] # & tj. a =32, (v 1= wj, kde 32, pjjuwi =2 wj €V,
c.b.d.

Direktnost rozkladu na izotypické komponenty plyne z predchoziho bodu a
z direknosti V = V1 @...8V,;. Dokazme netrivialni inkluzi V' C 6956 i Viey-

Pro a € V existuje rozklad a = Zle a;, kde a; € Vi, i =1,...,d. Jelikoz
vime, 7 Vi = 1,...,d existuje £ € A, Ze [Vi] = &, je inkluze dok4zana.

Vime dik bodu 1, ze Vigy = E¢ @ ... ® E¢ (m komponent), kde E¢
je reprezentant t¥idy §. Nalezneme bazi U := Hom(E¢,V). Zvolime
splétajici homomorfizmy ¢; € U tak, ze ¢;(w) = (0,0,...,w,0,...,0),
kde definujeme, ze w € FE¢ stoji na j-té pozici v rozkladu £-té izoty-
pické komponenty V(¢) na reprezentanty E¢. Nyni uvazujme libovolné
u € U. Ztejmé je Rng(u) C V(¢), jak plyne z piedchozi poznamky. Dale
uw(w) = (ur(w), ..., um(w)) pro w € E¢, kde m je pocet sumandii ve V¢)-
viz vyse. Zde u; € End4(E¢). Podle Schurova lemmatu (viz 2.11) je ale
End 4(E¢) = C1. Je tedy u(w) = (1w, . ..,cnw) = Y ¢;¢i(w). Tedy vime,
Zeu=">Y c;p; Vu € U, systém {¢;}, tvori bazi U.

Konecéné ukazeme izomorfizmus U @ E¢ = Vi) (2 Ee @ -+ @ E¢). Necht
{vi}¥ | je béze E¢. Nejdiive surjektivita S¢ z predchozi poznamky. Pro
Vi a Vj chceme najit ¢ € U ® E¢, ze S¢(¢) = (0,...,0,v;,0,...,0), kde
v; je na j-té pozici. Aplikujeme zobrazeni S¢ (z predchozi poznamky) na

Y= ¢; ;.

Sg((bj ®Ui) = ¢j(’l}i) = (0, .. .O,Ui,o. . .,0),



odkud je zfejmd surjektivita zobrazeni S¢. Injektivitu dokaZeme nésle-
dovné. Uvazme 0 = S¢ (3, ;7' ¢ @ v;) = (E?_Chvu ooy 2 €™;), odkud
protoze {v;}; je linedrné nezavisla plyne, Ze ¢ = 0, a proto Se je izomor-
fizmus A-moduld. (O homomorfizmu S vime jiz, Ze je splétajici zobrazeni
- viz pozndmku ?7)

O

Poznamka 2.21. Uplné reducibilni reprezentace se tedy rozpada na izotypické
komponenty V(¢) = E¢ @ Hom 4 (Ee, V).

Poznamka 2.22. Plati tedy, Ze rozklad na izotypické komponenty je jedno-
znacny, a proto i rozklad na ireducibilni sumandy je jednoznac¢ny modulo izo-
morfizmus a poradi, spc. pocet ireducibilnich sumandu je jednoznacny.

Definice 2.23. Multiplicita ireducibilni reprezentace £ na V je my (&) =
#{j;[V;] = ¢} = dimHomu (E¢, V), kde #{} je pocet prvkia dané mnoziny.

Poznamka 2.24. 7 vyse uvedené véty plyne, Ze pojem multiplicity je jedno-
znacny, nebot pojem &-té izotypické komponenty je dobfe definovan, a proto i
pocet ireducibilnich sumandti, na které se rozklada je pevny, napi. z uvazeni
dimenze.

Definice 2.25. Asociativni algebra A se nazyva jednoduchd, pokud pro kazdy
oboustranny idedl B v této algebte plati B = 0 nebo B = A.

Nésledujici véta je velmi dilezita v teorii jednoduchych asociativnich algeber.
Na rozdil od jednoduchych Lieovych alegber, je podle ni takova algebra urcena
jednoznacné svou dimenzi. Véta je disledkem Burnsideova teorému.

Véta 2.26 (Waddeburn). Bud V' konecnédimenziondlni vektorovy prostor nad
C. Pak asociationi algebra End(V') je jednoduchd. Naopak, je-li A komecénédi-
menziondlni jednoduchd asociativni algebra s jednotkou, pak existuje komplexni
vektorovy prostor V koneéné dimenze takovy, Ze A = End(V).

Dikaz.

(1) Necht B je oboustranny netrivialni vlastni idedl algebry End(V'). Nejdiive
dokazeme, ze V je ireducibilni jako B-modul. K tomu bude potfeba zjistit,
ze Bv = V pro kazdy nenulovy 0 # v € V. Snadno nahlédnete, Ze pro kazdy
nenulovy v € V je End(V)v = V. Jedna inkluze je zfejmé. Pro druhou
uvazme libovolny w € V a definujme f € V*, linearni funkcional, pro ktery
f(v) =1 - jeho existence plyne z kone¢nosti dimenze (konstrukce pomoci
béze). Staéi polozit T = wf, tj. T'(v) = wf(v), z ¢ehoz T'(v) = wf(v) =
w.l = w, tedy T € End(V) je nelezeno. Dik tomu, ze B je pravy ideél,
miZzeme psat: Bv = BEnd(V)v = BV. Z toho, ze B je levy ideél, plyne, Ze
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2.3

BV je (levy) End(V)-podmodul V, a proto s uvazenim toho, ze BV # {0},
dik ireducibilité V jako End(V)-modulu snadno dostaneme, ze BV = V.
Celkem tedy Bv = V. Nyni se obratme k dtkazu toho, Ze V je ireducibilni
B-modul. Necht existuje vlastni netriviadlni B-podmodul W modulu V, tj.
existuje 0 £ y € V — W. Zvolme libovolné 0 # = € W. Diky Bz = V vime,
ze existuje T' € B, ze Tx = y, tj. W neni invariantni podprostor V. Nyni
uzijeme Burnsideovu vétu (viz 2.12) pro ndmi uvaZovanou reprezentaci,
tj. id : B — End(V), o niz nyni vime, Ze je ireducibilni. Dle ni je id(B) =
End(V), tj. B neni vlastni, coZ poskytuje spor.

Nyni uvazujme jednoduchou asociativni algebru s jednotkou A. Definu-
jeme reprezentaci p:

p: A—End(A),  p(x)n=an.

Vezmeme levy vlastni ideal nejmensi dimenze V' C A a z(Zime reprezentaci
pnaV:
pyv : A— End(V).

To je mozné udélat diky tomu, ze V je levy idedl. Z pozadavku na mini-
malni dimenzi idedlu V' vyplyva, Ze reprezentace pjy je ireducibilni. Pak
lze pouzit Burnsideovu vétu, ze které vyplyva py (A) = End(V). Z defi-
nice reprezentace pjy je patrné, Ze jeji jddro obsahuje pouze nulu, takze
reprezentace je vérnd a zobrazeni p|y je izomorfizmus:

A2 py(A) = End(V).

Priklady: Bialgebry a Hopfovy algebry

Definice 2.27. Bud A asociativni algebra s jednotkou 1, algebra A ® A asoci-
ativni algebra s jednotkou 1 ® 1 a s nasobenim

(a®@b)(c®d) = (ac) ® (bd)

. Strukturou bialgebry na A pak rozumime dvojici zobrazeni A, e definované

A:A — ARA konésobeni (2.1)
e:A — C kojednotka,

které splnuje podminky

(Ia®A)(A(a)) = (A®14)(A(a)) Vae A koasociativita
Ia®€)(Aa)) = (e®1I4)(Aa)) Yae A kojednotkovy zakon
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Piiklad 2.28. Bud A = C|[G] grupové algebra s jednotkou d.. Definujeme
operaci konasobeni
A(dz) = 6z @ by

kojednotku definujeme
€(d;) = 1.

Ovéfeni koasociativity, sta¢i na bazickych vektorech:

(A1) (AGL) = (A®14)(62 ® 6z) = (62 ® 0p) ® 0y =
= 0;® (0 ®0z) = (14 ® A)(0z).

Ovéfeni kojednotky:
(e@14)A(0;) = (e214)(0:®0,) = 100, = 0:®1 = (14¢€)(0:®0,) = (14®€)A(J,).

Dale definujeme bilinearni operaci <, >: A® A — A, kde

<P, >i= Y (x)p(x),

zeG

pak plati
<A(f),g@h >=< f,gh > .

Ve vyrazu gh mame na mysli bodové nasobeni, nikoliv konvoluci. Rovnost opét
ovéiime na bazickych vektorech:

<A(62), 0y @62 >= 3, A0:)(2")(8y ® 6:)(2") = 3 (0z ® 62)(2') (62 @ 6z) (")
= 300 (2) 00 (2")8, (2')8. (2') =< 84, 8,0, >

Piiklad 2.29. Bud C[G] komutativni algebra s bodovym nédsobenim. Zavedeme
izomorfizmus

ClGI® C[G] = C[G x G] : (0x @ 0y) < (g y)» 2,y €G.
Zavedeme konasobeni a kojednotku:
Af(z,y) = flzy),  e(f)=f(1).

Snadno nahlédneme, ze plati A(f) = >°, s f(2y)dz ® dy. Pro bazické vek-
tory tedy plati A(d;) = > 0z ® 0. Pomoci bazickych vektort dokazeme

koasociativitu: e
1a®A)AG) = D (lu@A)(5®6,) =Y _ (0. ®A(.)) =
Yz=x Yyz=x
= D > 5,006,005, = Y 506, Q0.
yz:z U=z yuv:r
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ke stejnému vysledku dospéjeme i pro pravou stranu. Pro kojednotkovy zdkon
mame

Yz=x Yz=x

Prva strana je opét analogickd. Stejné jako v predchozim piikladé ukizeme
< A(f),g®h >=< f,g*h >. Zde jiz mame konvoluci. Pro levou stranu tedy
mame:

<A(02), 8, ®0. > Y A6:)(a,b)(8y @8:)(a,b) = > da(ab)dy(a)(b).
a,beq@ a,beG

Pro pravou stranu pak mame

<00y Oy %62 >= Y 6.(a)6k0y (k)0 (k™ a) = Y 6.(kb)d, (k)d.(a).
a€eG bkeG

Definice 2.30. Bud A bialgebra s kondsobenim a kojednotkou, S zobrazeni
S: A — A antiautomorfizmus, t.j.

S(zy) = S(y)S(x) Va,y e A
Pak zobrazeni S se nazyva antipod, plati-li

(S @1a)(Ala))) = e(a)l (2:2)
M(la®9)(Aa)) = e(a)l VaeA,

kde p : A® A — A je ndsobeni v algebte. Algebra A se pak nazyva Hopfova
algebra.

Priklad 2.31. Grupovéa algebra C[G] s konvoluci je Hopfova algebra s antipo-
dem (Sf)g:= f(g~!). Vlastnost 2.2 ovéfime na bazickych vektorech:

1(S @ 1a)(A(62)) = p(S ® 1a)(6)e ® 62) = p(dz-1 ® 6z) = be.
Analogicky pro druhou identitu.

Poznamka 2.32. Grupova algebra C[G] s bodovym nasobenim je Hopfova
algebra se stejnym antipodem jako vyse.

2.4 Reprezentace End(V)

Véta 2.33. Bud automorfizmus ® € Aut(End(V)), V je koneénédimenzio-
ndlni komplexni vektorovy prostor. Pak existuje g € End(V) tak, Ze ®(x) =
g lzg V€ End(V). Jingmi slovy: kaZdy automorfizmus na End(V') je vnitini.

Diikaz. Viz [GW] nebo dodatek. O
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Definice 2.34. Bud A asociativni algebra, pak linearni zobrazeni D : A — A,
které splituje D(zy) = 2D(y) + D(x)y Vz,y € A nazyvame derivaci A.

Véta 2.35. Necht D je derivace End(V'). Pak existuje operdtor A € End(V)
takovy, Ze plati
D(z) =[A,z] = Az —xA Vre A

Diikaz. Viz [GW] nebo dodatek. O

Véta 2.36. AZ na ekvivalenci existuje jedind netrividlni koneénédimenziondlni
reprezentace algebry End(V'), jmenovité reprezentace (1,V) :

T(x)v =2v VYo € End(V),veV.

Dikaz. Bud (p, W) libovolnd netrivalni ireducibilni reprezentace algebry
End(V). Jelikoz End(V) je jednoduchd a Ker(p) invariantni podprostor je
bud Ker(p) = {0}, nebo Ker(p) = End(V). V duhém piipadé je p = 0, tj.
p je trividlni. V prvnim pripadé je p izomorfizmus na svidj obraz, a proto
End(V) = p(End(V)). Pravy ¢&len je diky Burnsideovve teorému, jehoz pied-
poklad (p(End(V)) # {0}) jsme ovéfili, izomorfni End(W). Ze zrovnani di-
menzi existuje tedy T : V' — W (obecné ne izomorfizmus A-modult). Oznaéme
¢(x) = T 1p(x)T Vx € End(V). Jelikoz Ker(p) = 0, je zobrazeni ¢ izomor-
fizmus na V, tj. ¢ € Aut (End(V)). Z pfedchozi véty vyplyva, Ze existuje
g € GL(V) tak, ze ¢(x) = grg~'. Nyni definujeme zobrazeni S := (T'g)~! €
Iso(W, V) a ukézeme, Ze se jedna o splétajici homomorfizmus. Bud w € W. Pak
S(p(x)w) = STH()T~Hw) = STgxg ' T~ (w) = g~ ' T ' Tgzg ' T H(w) =
xS(w) = 7(x)S(w). Tedy reprezentace (7,V) a (p, W) jsou ekvivalentni. O

Véta 2.37. Bud A =End(V), (p, W) koneénérozmérnd reprezentace A. Potom
dimW = m - dimV, kde m = dimHom4(V, W) a existuje linedrni bijekce T :
W — V™ takovd, Ze Tp(x)w = 7(x)Tw, pro kaZdg w € W, kde 1 =id® ... ®id
(suma m elementd). Je tedy W = Homa(V,W)®V, kde akce A md tvar z(u®
v) = u® (zv).

Diikaz. Jelikoz dimW < oo a je obecné reducibilni, existuje ireducibilni pod-
modul W; C W. Déle uvazujme mnozinu {U CC W; W, C U,W; # U}, kde
CC znaéi podmodul. Pomoci Zornova lemmatu z ni vybereme nejmensi prvek,
ktery ozna¢ime Ws. Diky minimalité Wa je Wy /W ireducibilni .A-modul, nebot,
nebyl-li by ireducibilni, nalezli bychom invariantni podprostor U C Wa /W71, je-
hoz pfedobraz projekeci m : Wo — Wa /Wi ve Wa oznéme U’. Je tedy U’ C W in-
variantni podprostor. Zarovetin Wi C U’, nebot Wy = 7=1({0}) a U’ = 7= 1(U)
a jisté {0} C U. Takoto dostdvame spor s minimalitou.

Induktivné pak konstruujeme Jordan-Hdélderovu posloupnost ireducibilnich .A-
modula W, € Wy C --- € W, = W, kde W;41/W, jsou ireducibilni pro
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i=1,...,n—1. Z pfedchozi véty vime, ze W, 1 /W; = V jako A-moduly. Odtud
vyplyva dim W = dim W,, = dimV+dimW,,_; =dim V+dimV +dim W,,_s =

. = mdimV, nebot Wi = V, protoze z(Zenim reprezentace p na Wi dosta-
vame ireducibilni reprezentaci, ktera je podle pfedchozi véty, pokud netrivialni,
izmomorfni V.

Bijekci T' zkonstruujeme indukci podle n.

1) Je-lin = 1, pak Wy = W 22 V. Izomorfizmus zprostiedkujici splétajici zobra-
zeni oznaCme 17 : W7 — V.

2) Piedpokladejme, ze nami dokazovany vyrok plati pro Jordan-Holderovu po-
sloupnost délky n — 1. Tj. jist& plati pro W/W7, nebot Jordan-Holderova po-
sloupnost pro W/Wy mé tvar Wy /Wy C Wy /W, C ... C W, /W1 = W/W, tj.
je délky (n —1), nebot prvni ¢len je {0}, a tudiz se do délky dle nasich konvenci
nepoéita. Na zakladé indukéniho pfedpokladu vime tedy, ze W/W; = V(=1 a
také to, Ze prislusny izomomorfizmus .A-moduli

Ty : W/Wy — V=D

splituje Top(x)w = 7(z)Tow proxz € A, w € W/ Wy azde 7 = id® ... ® id
((n — 1)-krat).

Definujme nyni zobrazeni T': W — V(") které bude kandidatem na splétani W
a V™. Vime také, ze existuje T : Wi = V. Oznac¢me 7 : W — W/W; ptirozenou
faktorprojekci. Vezméme nyni libovolny podprostor (nikoliv nutné podmodul -
jeho existenci dosud nezname) Z C W takovy, ze Z @ W7 = W a ozna¢me
projekce
P-W—-2Z Q:W-—W.

Vezméme nyni w € W a definujeme T : W — V™ . T(w) :=
(T1Q(w), TowP(w)). Je snadné nahlédnout, ze T je izomorfizmus vektorovych
prostorti. Pokud 0 = T(w) = (T1Q(w),TanP(w)), pak 0 = TonP(w), tj.
P(w) € Wy, odkud w = 0. Surjektivita plyne z toho, ze dimW = dim v,
Abychom dokézali, ze T je splétajici homomorfizmus, provedme nésledujici
uvahy. Zvolme wy € W7 a z € Z. Potom

Tp(z)(wr + 2) = (T1Qp(x) (w1 + 2), Tow Pp(z) (w1 + 2)) = (%)

Jelikoz evidentné Qp(x)w, = p(z)w1, nebot p(x)w; € W1, a protoze Pp(x)wy =
0 a 7P = 7, muZeme psat

() = (Tip(@)wr + T1Qp(x)z, Tap(x)72) = (T1p(x)w1 + T1Qp(2)z, Tomp(z)2)
(zThwy + ThQp(x)z, xTamz),

kde jsme nejdfive pouzili fakt, Ze faktorprojekce 7 je splétajici homomorfi-
zmus, tj. mp = pm, a potom indukéniho pfedpokladu, ze T} i T» jsou splé-
tajici operdtory. Indukéni predpoklady (77 a T» splétaji) pro tento piipad
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éjl: Tip(z)wy = zvy, kde wy = Twvy, a Tep(x)mz = (TU2,...,20,), kde
Torz = (va, ..., Um). Je tedy mozzno pfedchozi rovnost napsat jako

Top(x)w = (zv1 + T1Qp(x)z, 2va, . . ., TVy,).

Vénujme se nyni operdtoru T1Qp(x) : Z — V. Pfedné spoc¢téme Tz pro
2 € Z. Tz = (ThQz,Ten Pz) = (0, Terz). Pisme T1Qp(x)z = T1Qp(x)T Tz =
T1Qp(x)T 1 (va,...v,), kde Tz =: (va,...,v,), jak jsme opravnéni psat dle
predchoziho vypoétu. Tedy hodnota T1Qp(x) v bodé z € Z zavisi jen na (vs,

., Up). Lze proto misto TQp(z)z psat > ., wi(x)v;, kde p; € End(A). Uké-
Zeme, ze u; je derivace na A, tj. ze plati p;(zy) = xp;(y) + pi(z)y. Vyjdeme
z rovnosti Tp(zy)w = Tp(x)[p(y)w]. Protoze nas zajimé pouze prvni slozka,
piSme pro levou stranu jen ji; s touto licenci:

n
L = xyvy + Z wi(zy)v;.
i=2

Pravou stranu piSme celou

P ="Tp(x)(yor + Y pi(y)vi, yva, ..., yvn) =
=2

n n
= (zyv1 + o Z wi(y)vi + Z Wi (T)yvi, TYVa, . . ., TYVy).
=2 i=2

Je tedy zfejmé u;(xy)v; = zu;(y)v; + pi(x)yv;. Nechdme-li v; probihat néjakou
bazi V, dostaneme obecné

pi(zy) = zpi(y) + pi(z)y,i=1,...,n.
Podle véty 2.34 tedy existuji 4; € End(V) tak, ze u;(x) = [A4;, x].

Definujme reprezentaci p(x) : V™ — V(") predpisem p(z)(vi,...,v,) = (zv1 —
S o [Ai, ]vs, wva, .. . zvy,). Podle predchozich vypoétl je p & .

Na V(™ definujeme linearni transformaci g: g - (v1,...,v,) = (v1 +
S, Ajvi, va, ..., vy). Inverzni zobrazeni je ziejmé
n
g Yo, .. vm) = (v1 — ZAZ'UZ',UQ, ceeyUp)-
i=2
Snadnym vypoétem lze zjistit, ze g~ 15(x)g(vi,...,vn) = (zv1,...,20,). Tedy
p je ekvivalentni direktnimu souc¢tu ireducibilnich reprezentaci End(V') na V.

Nyni jiz vime, ze W = V(™). Proto Hom4(V, W) = Hom4(V, V™) = n. Toto
¢islo jsme se vSak ve formulaci véty zavazali oznacit symbolem m. Tj. vSude
tam, kde jsme psali n, jsme byli mohli psat m.
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Nyni jiz jen rozepiSme izomorfizmus 77 : Homu(V,W) @ V =2 W. T/(K ®
v) := Kwv. Ukazme, Ze se jednd o splétajici izomorfizmus. Nejdiive splétani.
Ty (K®v)=T(K®zv) = K(zxw) =xKv = 2T (K ® v), nebot K je splé-
tajici zobrazeni. Pro dikaz izmomorfnosti 7" staéi injektivita, nebot dimenze
oboru hodnot a dimenze prostoru, do kterého zobrazujeme, se shoduji, kvuli]
faktu W =2 V™ (pFesnéji jesté pouzivame Schurovu dualitu). K injektivité Pres-
pokladejme, ze plati 0 = T'(K ® v), tj. 0 = Kuv, jelikoz K = pld pro né&jaké
u€ C,jev=0 (pokud p # 0) nebo K = 0, pokud p = 0. V kazdém piipadé je
K®uv=0,tj. T’ je monomorfizmus.

O
% toto je text od Zuzky + doplnéné Svatou.

2.5 Polojednoduché algebry

Definice 2.38. Nechf A je asociativni algebra s jednotkou. Rekneme, Ze A je
polojednoduchd, pkud je direktni sumou jednoduchych. Tedy existuje izomorfi-
zmus algeber

DA~ @End(V)‘),

AEL

kde L je néjakéd koneéna mnozina.
Definujme elementy Ex € @,.;, End(V?) jako 0@ ... & [ya ®...® 0 a ey =
q)*l(E)\).

Snadno zjistime, Ze plati: E2 = E,, a proto i ®(E?) = €3 = ey, tj. jak E), tak
i ey jsou idempotenty

Také plati:

1. {ea}rer jsou v centru, nebot kazdy F) je centralni.

2. ey jsou minimalni: pro u libovoplny centralni idempotent existuje M C L,
ze |1 =Y e e, jak lze snadno dokazat.

Je ziejmé ®(A)EN = P, End(VH)E) = End(V?), coz pokytne reprezentaci
(7*,V?), danou piedpisem 7 (z) := ®(x)FE,, coz je dle piedchozi identifikace
prvek End(V?).

Véta 2.39. (72, V) jsou prdve viechny vzajemné neekvivalentni ireducibilni
reprezentace polojednoduché algebry A.
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Diikaz. Nejprve dokazme ireducibilitu. Je ziejmé 7 (A) = ®(A) = End(V?).
Nechf W C V* je netrivialni vlastni podmodul ve V*. Necht 0 # w € W, a
zvolme v € V* — W. Jisté (viz Waddeburnova véta) existuje 7 € End(V?),
e Tw = v. Jelikoz viak 7 (A) = End(V?}), existuje » € A, ze T = n(z),
tj. m(z)w = v, coz je spor; je tedy (7*,V?) ireducibilni reprezentace. Nyni
ukaZeme neekvivalenci. Piedpokladejme, ze T : V* — V# spléta akci 7* a /.
Jsité m (exz) = 7 (ex)7 () = ®(ex)7 N (z) = Exnt(z) = 7 (). Lze tedy psat

Trx) = Trt(wey) = m(exs)T = 7 (epers)T = 0,

nebot exe, = 0, pokud p # A, tj. celkem, nebot = bylo libovolné, poskytne T' =
0, coz implikuje (7}, V) 2 (n#, V#). Dokazme, Ze kazd4 ireducibilni reprezen-
tace (m, V) je izomorfni ngjaké 7. Jelikoz V = 7(1)V = m(} . ex)V, existuje
A\, ze m(ex)V # 0. Budeme chtit ukizat, ze 7 = 7. 7(ey)V je ireducibilni, ne-
bot 7(x)w(ex)V = w(zex)V = w(ex)m(x)V C w(en)V, tj. w(ex)V je invariantni.
Dik ireducibilité V plati tedy V = 7w(ex)V, a tedy také m(ex)V je ireducibilni.
Vezméme L > pu # X a spoétéme w(e,)V = w(ex)mw(e,)V = w(e er)V =0, tj.
7(z) = 7(X,c; €vx) = m(eax). Uvazme homomorfizmus @ : ex A — End(V?*)
dany predpisem eyz — 7 (z) € End(V?). Snadno zjistite, Ze se jedna o izo-
morfizmus. Je tedy (m, V) ireducibilni reprezentace End(V*). Dle véty existuje
linearni izomorfizmus T : V — V?, 7e

Tr(ext) = (exz)T,
coz lze dle predchozich relaci prepsat na cilovou T'w(z) = ()T, tj. (7, V) =
(T, V). O
Poznamka 2.40. Podle piedchozi véty je A ~ L.

Véta 2.41. Necht A ~ @End(V?) a nech (p, W) je konecne dimenzionalna
reprezentacia A. Polozme U = Hom4(V*, W) pre A € A a definujme linearne
zobrazenie

S : GBUAQ@VA — VV,S(Z uy Q@ uy) = Zu)\(m).
AeA AeA AcA
Potom s je A-izomorfizmus a

S~ p(2)S = @ Iyx @ 7(x)
AeA

Dikaz. Necht Py = p(ex). Jelikoz p je reprezentace, je PyxP, = 0x,P»,
S e Py = Iw. Tedy W = Y, W, kdeW™ = Py a plex A)IWH = 6,, W,
takze W je modul pro ey A. Nech Sy : U@V* — W je End(V*)-izomorfizmus
T' z vety 2.36. Definujeme-li S := @, S, je S A-izomorfizmus. O
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Dusledek 2.42. Necht A je polojednoduchd algebra. Pro kazdy \ € A nech je
ex asociovany centralni idempotent. Pro kaZdou konecne dimenzionalni repre-
zentaci A A-izotypicky podprostor je p(ex)V a izotypickd dekompozice se rovnd

V =@scarlen)V.

Diikaz. Plyne z predchozi véty. O

Nyni citujme véty, které jsou opacné k vétam v tomto pododdilu dokazanym.
Rikaji, ze tiplna reducibilita je vysadou polojednoduchych algeber.

Véta 2.43. Nech A je asociativna algebra s jednotkou, (p, V') jej uplne rozlozi-
telna reprezentacia. Potom B = p(A) je polojednoducha.

Poznamka 2.44. Specidlné je-li p vérna, je i A polojednoducha.

Véta 2.45. Necht G je reduktivni linearni algebraickd grupa, (p,V') jeji regu-
larni reprezentace. Potom p(C[G]) je polojednoduchd.

Diikaz. Jedna z moznych definic reduktivnosti fika, ze kazda reprezentace tako-
véto grupy je uplné reducibilni, tj. dle pédchozi véty je p(C[G] polojendoduch4,
nebot je-li reprezentace reucibilni pro G, je reducibilni i pro €[G]. (]

Véta 2.46. Nech g je reduktivna Lieova algebra, (p,V) jej konecne dimenzi-
onalna reprezentacia, 3(g) centrum algebry g. Ak pre vsetky Z € 3(g) je n(2)
diagonalizovatelna, tak w(U(g)) je polojednoducha.

Priklad 2.47. Nech A je asociativna algebra s jednotkou a L : A —
End(A), L(a)r = ax. Nech T € End(A), [T, L(A)] = 0. Dokazte, ze existuje
b € A tak, ze T'(a) = ab.

Oznacme b = T'(1). Potom ab = L(a)T(1) = TL(a)(1) = T'(a).

Priklad 2.48. Nech G je grupa, T' € End(C[G]). Nech T komutuje s lavyni
translaciami Lg, g € G. Dokazte, ze existuje ¢ € C[G] : T(f) = f * ¢.

Oznacme ¢ = T'(1). Potom T'(f) =TLs(1) = LyT(1) = Lyp = f * .

% Writen by: Franc:
% Pridal som nazov: Schurova dualita (7)

2.6 Schurova dualita

Lemma 2.49. Budte V,U konecné dimenziondini vektorové prostory a bud T €
End(V ® U). Predpoklidejme, e T(X ® Iy) = (X ® Iy)T pro vSechny X €
End(V). Potom existuje Y € End(U), takové 2e T = Iy QY.
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Dikaz. Pro dané u* € U* definujeme linedrni zobrazeni B, : VU — V
jako By« (v ® u) = u*(u)v pro vSechna u € U a v € V. Dale pro dané u € U
definujeme linedrni zobrazeni A, : V. — V®U jako A, (v) = v®u. Nyni polozme
Sy .y = By 0T o A,. Potom S,+ , End(V) a spliiuje

Syt uXv = BypTAXv=B,T(Xvou)=B,T(XIy)(vou)=
= By (X @) T(w&u) = By (X © Ip)) T AyvX By-T Ao =
= XSuruv

pro vSechna X € End(V) a v € V, kde pfedposledni rovnost plyne z
By (X @ Iy) (5 ® i) = Bye (X0 @ 1) = 0 (i) XD = Xu* (@) = X By- (b ® 1),

kde & € U a © € V. Ze Shurova lemmatu (viz YYY [GW 3.1.1.]) potom plyne
existence c(u*,u) € C, pro které plati Sy~ = c(u*,u)ly. Zfejmé c(u*,u) je
bilinedrni forma na U* x U. ProtoZe U je koneéné dimenze, existuje Y € End(U)
takovy ze c(u*,u) = u*(Yu) pro vSechna u € U a u* € U*. Potom z definice
Sy~ dostavame

By T(v@u) =Sy (v) =u"Yu)v=ByT(v Q@ Yu).

Jelikoz toto plati pro vSechna u* € U*, dostdvame T(v @ u) = T(v @ Yu). A
tedy T = Iy ® Y. 0

Definice 2.50. Bud V kone¢né dimenzionélni vektorovy prostor. Pro libovolnou
podmnozinu S C End(V') definujeme mnozinu

Comm(S) = {x € End(V) zs = sz pro véechny s € S}

a nazyvame ji komutant S.

Lze snadno nahlédnout, ze Comm(S) je asociativni algebra s jednotkou Iy .
Pfedpoklddejme, ze A C End(V) je polojednoducha asociativni algebra s jed-
notkou Iy. Polozme B = Comm(A). Vektorovy prostor A ® B je pak ziejmé
asociativni algebra viéi ndsobeni (a ® b)(a’ @ b') = aa’ @ bb" a A (respektivé B)
je izomorfni s podalgebrou A ® Iy (respektivé Iy ® B).

Dle pozorovani XXX [GW 3.3.2] existuje A-modulovy izomorfismus V' o~
@._, Vi ® U;, kde V; je ireducibilni A-modul, V; % V; pro i # j a U; =
Hom4(V;, V). Dostéavame

T

A~ PEnd(V;) ~ (P End(V:)) @ Iy ~ @ (End(Vi) ® Iy,)
=1 =1

i=1

Véta 2.51. (O dvojitém komutantu, DCT [GW 3.3.7]) Bud'V koneéné dimenzi-
ondlnt vektorovy prostor a A C End(V') polojednoduchd algebra. Potom algebra
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B = Comm(A) je polojednoduchd a Comm(B) = A. Navic plati

T

B~ P(Iv, ® End(U;)) (2.3)

i=1

a podporostory V; @ U; jsou ireducibilni a odpovidaji neekvivalentnim reprezen-
tacim algebry A® B.

Diikaz. Dokazme nejdiive izomorfismus v (2.3). Pfedpoklddejme, ze V =
@._, Vi ® U; a budte Y; € End(V;). Chceme ukazat Iy, ® Y; € B = Comm(A).
Bud X; ® Iy, € A. Ziejmé

Iy, oY) (X; © Iy,) = Xi @ Y; = (X; © Iy, ) (Iv; ® V3)

a tedy pravd strana v ((2.3)) je obsazena v levé. Déale zavedme projekce P; :
V — V; ® U; pro vSechna ¢ = 1...r urcené rozkladem V. Jelikoz se jedna o
projekce na V; je ziejmé, Ze na U; je to identita a na ostatnich V; nula. Tedy
P, € End(V;) ® Iy, € A. Je-i T € B, potom T =TPFP,, T=>%._T/vav,-
Staci, pokud provedeme dtikaz pro r = 1. V tom pfipadé méme PT = TP a z
predchoziho lemmatu plyne T' € Iy ® End(U). V obecném piipadé jednotliva
T; nas¢itame a dostavame tak druhou stranu inkluze.

Z ((2.3)) déle plyne, ze

B~ P (Iv, ® End(U)) ~ Iv @ (D End(U;)) ~ €D End(U)
i=1 i=1 i=1
a tedy B je polojednoduché asociativni algebra a pro i # j plati U; % Uj;
jako B-moduly. Prohodime-li role A a Bi, dostavame A = Comm(B). A jelikoZ
End(V; @ U;) =~ End(V;) @ End(U;), vidime, Ze V; ® U; jsou ireducibilni (A ® B)-
moduly a tyto moduly jsou vzajemné neekvivalentni. O

2.7 Tenzorove reprezentacie G,

Nech V je konecne dimenzionalny vektorovy priestor. Nech dimV = n a
{e1,...,en} je baza V. Definujme reprezentaciu Sj na ®k V takto: Pre uspo-
riadanu k-ticu I = (i1, ...,1i),1 < i, < n definujeme

e =6 Qe Q... Qe
a piseme |I| = k. Potom mame
Uk(s)(eil ®...Q ein) = €5-1(4y) ®R...Q €5—1(4y,)

apre H = (C*)" mame te; = t;e;,t = [t1,...,t,] € H. Parametrizujme charak-
tery H pomocou Z" tak, ze A = [A1,..., \,] da charakter

t— =12
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Na H sa mozeme pozerat ako na maximalny torus GL(V). Akcia H na V sa
rozsiri na reprezentaciu GL(V) na ®" V. Pre A € Z" oznacme

VEEO) = {u € VO : pr(t)u = tru}

vahovy priestor pre H. Pre danu k-ticu I definujme p; = #{p : i, = j}. Potom
pr(t)er =t*er pre t € H, takze er je vahovy vektor pre H s vahou uy. Teda

er;ur =A), AeEN" |A =k;
V®k()\):{ (<)I . > inak. »

Skutocne, mnozina {ey, |I| = k} je baza V&* a |u;| = |I|.

Piiklad 2.52. Dokazte, ze akcia 0;(g) a pi(a) spolu komutuju.

ak(g)pk(a)eil ®...0¢€, =ay... Akeg—1(iy) ®R...x0 €g—1(i1,)
pk(a)ak(g)eil ®...0¢, = Qg=1(iy) - Qg=1(ix)€g=1(i1) ®...Q €91 (i)

Bud V' koneéné dimenzionélni vektorovy prostor a p definujici reprezentace
GL(V). Pro vsechny celd ¢&isla k& > 0 mame pak reprezentace pp = p®* na
®@FV definované jako pr(g)(v1 ®---@ug) = gv1 ® - - - ® guy, pro g € GL(V). M-
zeme tedy permutovat pozici vektoru v tenzorovém soucinu bez zmény G-akce
a existuje tedy nésledujici algebra operétori, kterd komutuje s pr(GL(V)).

Definice 2.53. Bud &, grupa permutaci mnoziny 1,2,...k. Definujme jeji
reprezentaci o, na @V jako o (s)(vy ® --- @ vy) = Vg-1(1) @+ @ gs—1(k) PrO
s €S-

Je ziejmé, Ze oy (s)ok(t) = ok (st) pro s,t € S a o je reprezentace Sy, .

Piiklad 2.54. of

2 3
1 Je1®es®eq) =eg @er ® ey

1
2 3
Véta 2.55. ([GW 8.3.8]) Polozme A = pi,(C|GL(V)]) a B = 0 (C[&k]). Potom
A a B jsou polojednoduché a navic Comm(B) = A a Comm(A) = B.

Diikaz. Jelikoz algebra B je polojednoducha jakozto grupova algebra konecéné
grupy, staci ukdzat Comm(B) = A. Zbytek tvrzeni pak plyne z véty DCT.

Jelikoz oy (8)pr(9)(v1 @ - @ vi) = pr(g)ok(s)(v1 ® - -+ @ vg) - viz cvideni ZZZ,
dostdavame Comm(B) C A. Pro dikaz opa¢né inkluze zvolme bazi {ey,..., e}
prostoru V. Je-li I uspofadana k-tice indextt I = (i1,...,1x), kde 1 < i; < n,
oznafme ey = e;; ® -+ @ e;,. Ziejmé {er} tvori bazi ®FV. Grupa &) per-
mutuje tuto bazi akci or(s)er = es.r, kde k-tici indexit s - I definujeme jako
(is-1(1)s---»is-1(k))- Tedy s € &y méni pozici indextt a ne jejich hodnoty!!!
Vsimnéme si, ze (st) - T =s-(t-T) pro s,t € S -
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Piedpokladejme, 7ze T € End(®*V) méd v bazi {e;} matici a; s tedy Te; =
Y rarger. Pro s € &y dostavame T'(ox(s)es) = T(es.s) = Y  ar,s.7€r, zatimco
ok(s)(Tey) = > ar5esq = > as-1.q ger. Tedy T € Comm(B) pravé tehdy
kdyZz as.1 5.7 = ar,j pro vsechny multiindexy I, J.

Uvazujme nedegenerovanou bilinearni formu (X,Y) = tr(XY) on End(®"*V).
Ukézeme, Ze restrikce ( ,) je nedegenerovand i na Comm(B). Uvazme projekci
End(®*V) na Comm(B) danou X — X# = L3 . ox(s)Xox(s)~". Pro
T € Comm(B) dostavame

1
(X#.T) = o > tr(ow(s) Xow(s)™'T) =5 Z tr(op(s) X Top(s)™1) =
SEGK SEGCK
= !ZtrXT)_trXT 'ZI_XT
SEGK SEGCK

Nyni (Comm(B), T) = 0 implikuje (X,7) = 0 pro viechny X € End(®*V), ¢ili
T =0. Tedy ( ,) je nedegenerovand i na Comm(B).

K dokonceni dtikazu sta¢i ukdzat, ze pokud T € Comm(B) je ortogondalni na A,
tak potom 7" = 0, neboli A = Comm(B). Budte g € GL(V') a ge; = >, gijes,
potom

pr(9)er pr(g)(ei, ® -+ ®ei) =gei, @D gei, = Y Gjrin€j @ ® Y Giyin €, =

= E :ghh oGy @ Qe = E Gjria - - - i €J = E :gI,JeJ'

Predpokladejme (7, .A) = 0. Potom pro vSechna g € GL(n,C) méame

I: (/L.l,...7ik;),
(T, a i Givi, =0, kde . .
,Ok Z 1,0951i1 -« - Gjin J = (]1,...,jk)-

Funkci g — (T, px(g)) 1ze rozsifit na polynomialni funkei na M,,(C). Jelikoz tato
funkce dava nulu na husté ¢asti M, (C), dostavame pro vSechny X = (z;;) €
M, (C) rovnost > ar, j&j 4 - - - Tjip, = 0. UkdZeme nyni, Ze tato rovnost spolu s
rovnosti as.r,s.7 = ar,y implikuje ar,; = 0 pro vSechny multiindexy I, J.

Oznaéme 7,7 = Zj,4, - . . &j,4, adefinujme mnozinu = = {(I,J) : |I| = |J| = k}.
Grupa & méa na = akci s- (I,J) = (s-I,s-J) a z druhé rovnosti plyne, ze T
komutuje s & pravé tehdy kdyz funkce (I, .J) +— ay s je konstatni na orbitech
S v 2. Akce G na E definuje na E relaci ekvivalence danou predpisem (I,J) =
(', J) e (I',J) =s-(I,J). Bud T mnoZzina reprezentantt t¥id této ekvivalence
na =Z. Zfejmé x, = x5, pro véechny s € G a v € I'. Pokud x7 j = 2/ 5 tak lze
snadno najit permutaci s € &, takovouze I = s-I' a J = s-J'. Je tedy zfejmé, ze
kazdy monomial 7 s 1ze napsat jako x., pro néjaké odpovidajiciy € I'. Oznacme
n = | & y| kardinalitu odpovidajiciho orbitu a a, = as,; pro (I,J) € & -y.
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Prvou rovnost tedy mtizeme prepsat jako Z'yer nya~%, = 0. Nyni je ale mnozina
{z} linedrné nezavislé, a tedy ar y = 0 pro vSechny (I, J) € Z. O

3 Reprezentace GL(V)

Necht G = GL(n,C). Potom P, (G) sestavé ze viech elementt ( = vah) tvaru
=M1+ ..+ Mp€p, M1 2> ... = My, My € L

Definujme dominantni vahy A\; = €1 +. ..+ ¢;. Restrikce \; na diagonalni matice
stopy 0 je fundamentaln{ vaha w; algebry sl(n,C) proi=1,...,n— 1. Vdhu pu
muzeme prepsat jako

B = (ml - mQ)Al + (m2 - mS)AQ + ...+ (mn—l - mn)/\n—l + mn)\n

Teda Pyi(G) sestava ze viech vah tvaru p = > kil ki € Z,kx >
0,...,kp—1 > 0. Restrikce u na diagonalni matice stopy 0 je vaha

po = (m1 —mao)wy + ...+ (Mp—1 — Myp)wn—1

Véta 3.1. Necht G = GL(n,C) a p = Y. mie; je dominantni, tj. element
P, (G). Potom ezistuje jedindg ireducibilng reqularni reprezentace (m,V') grupy
G takova, vze

1. restrikce ™ na SL(n,C) ma nejuyssi vihu po

2. w(zl,) = zmtAmal, 2 e C— {0} =:C*

Naviac reprezentacia (7,V), kde 7(g) = n(g9')~1, je ekvivalentni dualni repre-
zentaci (%, V™).

Dikaz. Necht (7, V') je ireducibiln{ regularni reprezentace grupy SL(n, C) s nej-
v&si vahou . Zkonstruujeme reprezentaci grupy G = GL(n, C). Jelikoz vime,
ze GL(n,C) = C*.SL(n,C), sta¢i definovat w(zI,,) pro kazdé z € C*, coZ uci-
nime ptedpisem 7(z1,,) := 2™ [, émz splnime podminku (2). Otézkou
zlstavd, zda restrikce m na SL(n,C) je s nejvyssi vahou pg. Reprezentace mg
je vahy pg, a proto mo(zI) = z™ttma=(=Dma 5o 21 € SL(n,C) dle na-
Seho predpisu to v8ak znamend, aby z™i1ttmn = pmit o dmaa—(n—mn coz
je splnéno, pokud 2™ = 1, coz je podminka, aby 2I,, € SL(n,C), coZ jsme pred-
pokladali. Naopak bylo zfejmé, ze jinou extenzi mg nebylo lze provést. Druhou
¢ast nechavame ¢tenari jako jednoduché cviéni. O
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3.1 Komutujici algebra a n-invarianty

Necht g je komplexni polojednoduché Lieova algebra. Mé&jme rozklad g = n®hd
n, kde b je Cartanova podalgebra, n je direktni soucet kofenovych podprostorti
odpovidajicich kladnym kofentim a n zdpornym kofentim.

V pfipadé grupy G,, je analogii n podgrupa hornich trojihelnikovych matic
(analogii @i jsou dolni trojihelnikové matice) a budeme ji znaéit A/ p¥ipadné

Ny

Definice 3.2. Nechtf V' je g-modul. Pak definujeme podprostor n-invariantnich
vektort
Vi={veV:X - v=0X €n}.

Pfipomertime, Ze vlastni vahovy prostor pro vahu p € h* znacime V(u), tedy
V(p)={veV:VH €bh: Hv= p(H)v}. Dile z teorie nejvyssich vah oznacime
V# ireducibilni reprezentaci s nejvyssi vahou p.

V dalsim pouzivejme pro kazdou jednoduchou algebru g tzv. trojithelnikovy roz-
klad g = ny © h & n_ a psecidlné zna¢me n; =: n. Pro maticové jednoduché
algebry je existence tohoto rozkladu evidentni, pro ostatni, zvl. pro vyjimecné
lze pouzit zndmou Adoovu vétu (viz napt Fulton Harris, dodatek E.2), ktera
fika, Ze i tyto alegbry lze realizovat jako maticové. P¥ipomenme klasicky priklad
Lieovy grupy, ktera neni podgrupou zadné maticové grupy, kterym je univerzalni
nakryt{ SL(2, R). Kompaktni ¢ast SL(2,R) je je SO(2) s fundamentalni grupou
Z, jeji nakryti je tedy nekonecné spocetneé listé. Pro ty, ktefi se nechtéji sezna-
amit s Adoovou vétou, postaci fakt, Ze se budeme zabyvat algebrou gl(n,C).
Neni snad tfeba pfipominat, ze n i n_ jsou nilpotentni. Ozna¢me jesté navic,
b := h @ n. Takova algebra se nazjva borelovska. Na urvni klasickych (nebo do-
konce algebraickych) grup lze borelovskopu grupu definovat nejmensi Fesitelna
podgrupa B grupy G takovd, Ze jeji kofaktor G/B je projektovni varieta, ¢i v
fe¢i Lieovych grup kompaktni kofaktor.

Uvazme nyn’i néjakou reprezentaci g na V. Vektor v nazveme b-extrémni, pokud
bCv C Cu; nazveme cyklicky, pokud gv = V. Pfipomenmejednu vétu, ktera rika,
7 pro b-extrémni g-cyklicky vektor je gv ireducivbilni. Jeji dikaz v budoucnosti
naleznete v dodatcich k témto textim.

Lemma 3.3. Necht'V je g-modul. Pak dim V" = 1, prdvé kdyZ V je ireducibilni
g-modul.

Diikaz. Nejdiive predpokladejme, Ze V' je ireducibilni s nejvyssi vahou . Necht
vg je néjaky nenulovy vektor vahy pu, tzv. nejvyssi vektor. Je zrejmé, Cvy C V™.
Navic vime, ze V(u) = Cuyp, tj. je jednodimenzionalni. Chceme proto ukézat,
ze ve V" jiny podprostor nelezi. Necht pro spor je dim V" > 1. V" je jisté b
modul, nebof pro v € V", H € h a X € g(a), kde a je pozitivni kofen viici
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trojuhelniikovému rozkladu. Spo¢téme tedy X Hv = HXv — [H,X|v = 0 —
a(H)Xv=0-0=0. Tedy V" se jako h-modul rozpada na vahové podprostory.
Jelikoz V" prédpokladame mi dimenzi vétsi nez jedna, existuje i vaha A, Ze
V(A) C V" Jelikoz ale u je nejvyss vaha, je pu > A. Zkusme dokédzat opac¢nou
nerovnost, abychom ziskali spor. Necht 0 # ug € V" ()\), potom jisté b(ug) C
Cup, nebot také ug € V", tj. ug je b-extrémni. Jeho alegbraicky g-obal oznacme
U. Jelikoz V je ireducibilni, a U je g-podmodul, je U =V a tedy ug je cyklicky.
Je tedy jisté V(u) C U, a tedy pu = A, coz je spor.

Naopak, necht dim V" = 1. Jelikoz g je reduktivni, protoze je polojednoduché, je
V Oplné reducibilni, a proto se rozpada na sumu ireducibilnich V =V; &...V,.
Vime, ze V" = V* @ ... V" a z pfedchozi casti dikazu, ze dim V' =1, i =
1,...,7r, tj. dim V" = r, z ¢ehoz dle pfespokladu plyne ze r = 1, c.b.d. I U

Oznacéme

S ={p:V"(u) #0}.

Ztejmé plati, Ze V" = P, s V" (n). Uvédomme si, Z jesté pro V"(n) = {v €
V¥, Hv = p(H)v} je V() = VPNV (u). Ziejmé také plati, Ze

vVE =P V(.

HES

V dalsi vété popiseme algebru komutujiciich operatort Endg(V) : {T €
End(V); XT = TXVX ing}, kde V je néjaka reprezentace g. Pisme V,) pro
izotypickou komponentu jsouci sumou ireducibilnich reprezentaci V* (reprezen-
tace g s nejvyssi vahou p.)

Véta 3.4. Necht V je g-modul. Pak Endg(V) = @ End(V"(u)) via restrikéni
homomorfizmus ¢, ¢(T) := Tiyn, kde T € Endy(V). Navic pro kazdou p € S je
V™ (w) je ireducibilng modul nad Endg(V). Viivem spolecné akce g a Endg(V)
eV E@,es VIO V1),

Dikaz. Nejdiive dokazme, Ze ¢ je injektivni, tj. necht ¢(T') = 0, to potom ale je
Tyn = 0. Uvazme rozklad V = LEPs+ (g) V() na izotypické komponenty, ktery
mame v reduktivnim p¥ipadé vzdy k dispozici. O¢islujme ireducibilni sumandy
izotypické komponenty nésledovné V(,,) =V, 1@ ... ®V, 4(,)- Navic plati V" =
D,cs V" (1) a také Jelikoz Ty = 0, je jisté Tyn, = 0 pro kazdou p € S a
i=1,...,d(n), jelikoz V', = Cuvy i, kde v,,; je néjaky vektor nejvyssi véhy - viz
pédchozi teorém. Necht v € V,, ;, potom, protoze vektor nejvyssi vahy je cyklicky,
jev=m1...2pv,,;. Jelikoz T' z definice komutuje s uvazovanou reprezentaci, je
Tv =T(x1...2pvy;) = 21...2pTv,; = 0 dle pfedchozich tvah. Nyni staci
uvahu provést pro kazdou vahu p € Py (g), abychom shledali, Ze Tv = 0 pro
kazdy v € V, tj. T = 0, a proto ¢ je monomorfizmus.

Zabyvejme se surjektivnosti zobrazeni ¢. Zatimco v pédchozi ¢asti ”Sechny
uvahy probihaly” pro libovolnou p € Py (g), v tomto oddilu bude podstatné
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zUZit svou pozornost na mnozinu S. Provedme porovnéni dimenzi jako jiz né-
kolikrat pfi ovéfovani surjektivnosti v tomto textu. Zvolme p € S

dimEndy(V(,)) = (multy (7#))? = (dimV"™(1))? = dimEnd(V"(V)).

Using the standard im+ker lemma and the fact, that ¢ is mono, we obtain that
¢ is epi. V*(u) jsou po dvou neekvivalentni ireducbilni reprezentace algebry
Endy(V), jak plyne z theorému 1.37. Izomorfizmus V' = @, V* @ V"(n)
plyne z véty o dvojitém komutantu, viz vétu 1.49. O

Poznamka: VSimnéme si, Ze v piechozi vété je popsén rozklad na izotypické
komponenty pro pripad reprezentaci jednoduchych algeber a je tedy analogii k
teorémum 1.18.; 1. 35. a 1.39.

%Napsal: Vladimir $iSma, strany 21-30

4 Reprezentace konecnych grup

V této kapitole necht G je koneénd grupa. Nasim tikolem bude popsat reprezen-
tace G, které ziskdme zkoumanim grupové algebry nad G a Fourierovy trans-
formace.

Definice 4.1. Grupovou algebrou nazveme algebru funkci z G do C se s¢itanim
+ a nésobenim konvoluci *. Necht f, g jsou funkce, z,y € G:

(f+9)(z) = f(2)+g(),
(f *g)(x) > ey ).

yeG

Grupovou algebru znac¢ime C[G].

Poznamka 4.2. Béze grupové algebry C[G] je mnozina {§, : y € G} (kde
dy(z) =1 pro y = z, jinak je 0) a jeji dimenze je tedy dim(C[G]) = |G]|.

Poznamka 4.3. Grupova algebra je polojednuché. Grupa G je kone¢n4, tj. i je
reduktivni. Obraz reduktivni grupy libovolnou reprezentaci je polojednoduché
algebra. Uvazme specidlné levou reguldrni reprezentaci p : C[G] — End(C|[G])
danou na grupé G predpisem

[rho(g)f] = f(g~"h)

a extenzi na celou C[G]. Pfedpokladejme ze w(g) = 0, potom pro kazdou funkei
f dostavame f(g~'h) = 0 pro kazdé h, tj. i pro kazdé g~'h, tj. f je nulova a
prtoto p je injektivni, tj. vérné reprezentace. Vime tedy, Ze injektivni obraz C[G]
je polojednoduché algebra a z injektivity plyne, ze C[G] je polojednoduché.
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Definice 4.4. Fourierova transformace, znac¢ime F, je zobrazeni z grupové al-
gebry C[G] do 3, . End(V?), kde (7%, V) jsou vechny ireducibilni reprezen-
tace, s pfedpisem, kde f € C[G]:

Ff = > FfW),
AeG
Fr) = > fla)ym ().
zeG

Poznamka 4.5. Fourierova transformace je rozsifeni reprezentace G na repre-
zentaci C[G]: F6,(\) = 7 (g).

Poznamka 4.6. Plati: F(f % g)(\) = Ff(A) - Fg(N).
Leva strana: F(f =* g)(\) = Yeea(f * g)(x)m(z) =

)
Yvca yea fWgy a)m M @) = X, cq f(y)g(z)m*(yz). Prava strana:
FIN) - Fg\) = Xpea F@)m (@) X cq )™ y) = 2, yea [@)g(y)m (ay).

Obé strany se rovnaji.
Poznamka 4.7. Fourierova transformace mé svoji analogii v harmonické ana-
Iyze, kde Ff(z) = [, e~ 2™®¥ f(y)dy, kde e~2"(*:¥) je analogii 7 (y).

Nésledujici dvé véty ukazuji, ze Fourierova transformace neni jen zobrazeni, ale
ekvivalence a jednu vlastnost o dimenzich reprezentaci G.

Véta 4.8. Fourierova transformace je ekvivalence

F : C[G] ~ @ End(V?).
reG

Diikaz. Dtikaz plyne primo z dikazu predeslé poznamky o polojednoduchosti
C|[G] a z teorie o polojednoduchych algebréch. O

Véta 4.9. Plati |G| =Y, s d3, kde dy je dimenze reprezentace (7, V?).

Diikaz. |G| = dim(C[G]) = dim(, ¢ End(V?)) = 3, ¢ dim(End(V?))
AeG ds.

Ol

Ve zbytku této kapitoly je cilem ukézat vatah |G| = |Conj(G)|. Dikaz prove-
deme pomoci algebry centralnich funkci a jejich vlastnosti, které dokaZzeme v
nasledujicich dvou vétach.

Definice 4.10. Algebra centralnich funkci je mnozina

{f €ClG]: Vo e CG], frp == f}

a znaéime ji C[G]°.
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Poznamka 4.11. Algebra centréalnich funkci C[G]% je podalgebra C[G], jak lze
snadno nahlédnout.

Véta 4.12. Mnozina {¢c € C[G]: C € Conj(G), ¢ je charakteristickd funkce
na mnoziné C} je bdze algebry centrdlnich funkci C[G]¢ a tedy

dim(C[G]%) = |Conj(@)|.

Diikaz. Hleddme funkce f € C[G], které komutuji se vSemi funkcemi v C[G].
Komutativitu sta¢i ovéfit na bazi algebry C[G], coz je mnozina {4, : y € G}:
(f*8)(2) = . f(2)dy(z712) = flay™)
Oy = N)@) =Y.ead(f(zlr) =f(y ')

Pak pro vsechny x,y € G musi platit f(zy~!) = f(y ') a po zavedeni substi-
tuce 2’ = xy~! pro kazdé ',y € G

f@) = fly ta'y).

Tedy funkce f musi byt konstatni na konjugacnich tfidach Conj(G). Pak f lze
zapsat jako linedrni kombinace funkei {¢c : C' € Conj(G)}. Tato mnozina je
lineArné nezavisla a proto tvoii bazi algebry centralnich funkci C[G]¢ a plati

dim(C[G]%) = |Conj(G)|. O

Jedna z predeslych vét dava F : C[G] ~ @, s End(V?). Déle z teorie o po-
lojednoduchych algeber mame pro kazdé A endomorfizmus F), ktery je bazi
jednodimenzionalniho centra End(V?).

Véta 4.13. Mnozina {Ex : A € G} je bize F(C|GI®) a plati Ff
E)\Eé ff()\)EA, tedy

dim(C[G]¢) = |G.

Dikaz. Diky izomorfizmu F (zachovava centra) a predeslému odstavci plati, Ze
f je centralni funkce pravé tehdy, kdyz Ff(A\) = caxEx pro néjakou konstantu
C).

Pak pro f € C[G]¢ plati

Ff=Y FIA) =) By

\e@ \e@

a z toho pfimo plyne dokazované dim(C[G]¢) = |G]|. O

Dusledek 4.14. Necht G je konecnd grupa, pak plati |G| = |Conj(G)|, coz je
okamzity disledek piedesljch dvou vét: |G| = dim(C[G]%) = |Conj(G)|.
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Priklad 4.15. Necht G je permutaéni grupa na ¢tyfech prvcich G4. Pak dle
disledku ma pét ireducibilnich reprezentaci, protoze mé pét t¥id konjugaci a to
(1,1,1,1), (1,1,2), (1,3), (2,2), (4).

Dle véty XXX (|G| = Y, d3) mizeme urcit dimenze vSech (péti) ireducibilnich
reprezentaci, mezi nimi jsou jiz znamé jednodimenzionalni standartni a znamén-
kové reprezentace: 24 = |G| = 1+ 1+ 2%+ 32+ 32. Jiné kombinace péti kvadrati
se dvéma jednickami a se souctem 24 neexistuji.

Pak G méa pét ireducibilnich reprezentaci s dimenzemi 1, 1, 2, 3, 3. Pro jiné
grupy G, s vétsim n predesly postup nemusi davat jednoznacné vysledky, které
lze ale vzdy ziskat pomoci Schurovy duality, Youngovych tabulek a "hakového”
vzorce (viz dalsi kapitoly).
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5 Tenzorové reprezentace GL(V)

V této kapitole ozna¢me obecnou linedrni grupu G, = GL(n,C), permutaéni
grupu na k prvcich Gi. Zopakujme, ze budeme uvazovat reprezentace na vekto-
rovém prostoru ®k C™ oznacme p,,, o s predpisy:

k
pn:Gn—>Aut(®(Ck): (U1 @ua ® - Qup) = gu; @ qua ® -+ Q guy,

k
oy : Gr — Aut(® C"): op(8) (U1 ®@ua @ - @up) = Ug-1(1) ® Ug-1(2) @ -+ @ Ug—1(p).-

Nasim tkolem je popsat reprezentace Gy, k ¢emuz nadm dopomtize nasledujici
Schurova dualita, kterd nam ukaze souvislosti s reprezentacemi grupy Gg.

5.1 Schurova dualita

Véta 5.1. (Schurova dualita) Necht A = p,(C[Gy,]), B = 0x(C[Gk]) jsou aso-

citivnt algebry. Pak
k d
®c - Do
i=1

je A® B-modul zapsany jako rozklad na ireducibilni komponenty, kde d € N a
U; respektive V; jsou ireducibilni navzdjem rizné reprezentace G,, respektive Gy,.

Diikaz. 7 véty 1.53 v kapitole o dvojitém komutantu plyne A = Comm(B)
(navic A je polojednoduché, tudiz i B = Comm(A)), ostatni plyne pfimo z véty
o dvojitém komutantu. O

Ze Schurovi duality plyne, ze reprezentace G,, a Gy 1ze jednozna¢nym zptisobem
parovat. Dale se tedy zamérime konkrétné na jejich vyskyty v ®k C™, na popis
jejich parovani a jejich projektory.

Nejdiive identifikujme U;. Vime, Ze se jedna o ireducibilni G,,-moduly. Kazdy
takovy modul je dle teorie nejvyssi vahy urcen jednoznacné az na izomorfizmus
uréen svou nejvyssi vahou A = Y1 \je;, o které vime, Ze je integralni a do-
minantni, tj. \; € Z, i = 1,...,n a zaroven \y > Ay > ... > \,. NJavic v
predchozim jsme urcili, jak vypadaji vahové prostory ®k C™, viz 1.7, kde jsme
zjistili, ze A je vaha, pravé kdyz |A| := > | \; = k a \; € N. Tj. specialné
nejvyssi vaha musi spliiovat tyto podminky. Ozna¢me mnozinu vSech vah A, pro
které |\| = k a zdroveni A\; e Na Ay > Ay > ... > A\; > 0 symbolem Par(k,n) a
nazyvejme je rozkladem (partici) k na nejvyse n ¢asti. Zatim tedy mame pfira-
zeni s : {1,...,d} — Par(k,n), o kterém vime, Ze je injektivni diky teorému o
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dvojitém komutantu. Zminime se o Cartanové soucinu, abychom zjistili, Ze s je
nejen injkee, ale i surjekce na Par(k,n).

Necht A\, u € Py (g), zde g = gl(n,C) je Lieova alegbra vSech endomorfizmi a
Py ()g semigrupa vSech integralnich dominantnich vah. UvaZme reprezentace
(7, VA) a (7#, V) spolu s jejich tenzorovym souéinem (72 @ 7, VA @ V). V
dalsim bude nasim zadjmem dokazat nasl. vétu.

Lemma 5.2. Tenzorovy soucin V> @ VH* obsahuje reprezentaci s nejuyssi vahou
A+ 1 a to prdve jednou, tj. s multiplicitou jedna.

Diikaz. Snadno ukazete (provedte), ze

(VA VH)(v) = > VA(p) @ VH(0),
pro=v,pex(N),0€x(1)

kde x (k) zna¢i (®*-saturovanou) mnozinu vah reprezentace (7", V*). Zvolme ve
VA resp. V# néjaky vektor nejvyssi vahy vy resp. vy,. Snadno zjistite (provedte),
ze vy ® v, je b-extrémni. Proto jeho g-obal je ireducibilni, je totiz b-extrémni a
g-cyklicky ve svém obalu. Nejvyssi vaha tohoto ireducibilniho modulu je zfejmé
vahou vektoru vy ® v, (, ktery je navic jejim nejvyssim vektorem), tj. A + p.
Dle vzorce z pocatku dikazu je

(V@ VM)A +p) = >

pto=v,pex(A),0€x (1)

Z teorie nejvyssi vahy vime, ze p < A a 0 < p. Pokud by p < A nebo o < p,
potom by p+ o0 < A+ p a nikoliv p+ 0 = A+ p. Je tedy nutné p = A a
o = p. Jelikoz V*()\) a V#(u) jsou jednodimenzionalni, je i (V> @ V#)(A + )
jednodimanionalni. Pokud by v uvazovaném tenzorovém soucinu lezelo vice ire-
ducibilnich moduld s nejvyssi vahou A+ p, byla by i dimenze vahového prostoru
s vahou A + p, tj. ziskali bychom spor. O

Pfedchozi lemma nas opraviiuje k nasledujici definici.

Definice 5.3. Ireducibilni modul s nejvyssi vahou A+ v vyskytujici se v modulu
1 ® 7 se nazyva Cartantiv souéin a znadi se VA o VA,

Pozn.: Z prednasek vite, ze se znaci jinak - opravim, az se povrtam v TEXu.

Pokrac¢ujeme v identifikaci zobrazeni s : {1,...,d} — Par(k,n). Zvolme A\ =
S A€ tak, aby (A1,...,A,) € Par(k,n) jinak libovolné. Chceme dokézat
surjektivitu s, tj. existenci modulu uvnitt rozkladaného soucinu s nejvyssi vahou
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A. Definujme nésledujici pfirozena ¢isla

A1 = PO S oy V7%
)\2 = M2+...+/Izn
)\n = Hn

(Poznamka: Unipotentni matice s koeficienty v Z ma inverzi nad Z, o ¢emz se
v tomto konkrétnim pfipadé mizete presvédcit pfimym vypoctem nebo obecné
pomoci véty o vypoctu inverze pomoi determinantu a algebraickych doplitki.)

Jisté plati
P 2p2 Tn

k
QR =RCce@Cc e...C"

Odkud snadno

1 2 n k
ACH= @ (ACH= o (A Crem c @ C
Z teorie reprezentaci SL(n, C) vime, Ze it4 fundamentalni (tj. jejiz nejvyssi vaha
je ita fundamentalni vaha ;) je izomorfni \* C", kde C" = F (), kde F(7) je
standardni oznaceni ireducibilni reprezentace konecné dimenze s nejvyssi vahou
7. Tj. @ C" C F(w)® ®...® F(w,)®"", tj. s vyuzitim Cartanova soudinu:
F(u@1) o ... o F(unm,) € @ C™. Tj. celkem F(p := o, piw;) se nachézi
v ®k C. Nyni staéi uzit vztahy z kapitoly 2, tj. w; = €1 + ... + €;, abychom
zjistili, ze p = pier + *(poer + pa€2) + ... 4 (Un€1 + .. F tn€n) = D g A€

Timto je surjektivita s dokadzéna. Definujme &j-moduly Gf;, . takto: Pro libo-
volny rozklad A € Par(k,n) definujme G, ; :=V;, pokud s(i) = A. Definice je
opravnéna diky jak injektivnosti, tak i surjektivnosti zobrazeni s.

Nyni se snazme ukéazat tzv. vlastnost stability. V dalvsim uvazujme G,, C G411
(standardni vnofeni matice A € G,, jako bloku do matice ((14+n)x (1+n)) a na
n+ 1vy sloupec a tyz fadek umistime jednotku, 1). Stejné tak si priedstavujeme
vnoiené maximadlni tory a horni trojihelnikové ¢asti, tj. celkem

Gn g Gn+1aHn - Hn+17Hn - Hn+1-

Navic mame k dispozici standardni vnotren’i C? C C" pro p < n.

Piipomenime, 7e H, mé akci charakterem A\ = [A\,...,\,] € Z" pro h =
diag[hy, ..., hn) € H, danou piedpisem h s h* = h}" .. h)n.

Navic vime, ze pro A € Z" a |A| = M\ + ...+ A\, = k plati

k
(&) T™)(A) = Span(er; u = A)(ITT),

kde ey = e;, ® ... ®e;, a pur = A znadi, Ze ¢ se vyskytuje v I praé \;-krat.

33



Poznamka 5.4. Uvedme néasledujici uziteéné vzorce bez ditkazu.

|
dimG = — "
I jyeahij

kde h;; je takzvany hak (hook) pozice (i,7), ktery dosteneme, spo¢teme-li
v8echny kostky od pozice (i, j) vpravo v¢. kostky odpovidajici pozici (4, j) samé
a seCteme-li je s poc¢tem kostek pod pozici (4, j), tentokrate bez kostky odpovi-
dajici pozici (i, ) samé. Druhy vzorec umoziiuje spoéitat dimenzi modulu F*.

Obé dvé formule lze klasicky odvodit pomoci ivah o pevnych bodech grupové
akce a ze znalosti charakteri. Pohodlnéji Sak pomoci Weylovy formule, které v
soucasné dobé koncepéné zapada do teorie kohomologie Lieovych algeber, byt ji
lze odvodit pomoci Fourierovy analyzy na kompaktnich formach, jak to ucinil
Weyl roku 1925, ¢imz zobecnil Schuroviv vysledek z téhoz roku ale jen pro

grupu G = SO(n, C).

Po dosazenim ®k C™ za V a L(G,,) (tj. Lieova algebra od Lieovy grupy G,) za
g do predchozi véty dostaneme

k k
R = B Pe@Crn.
AePar(k,n)
kde F) jsou ireducibilni reprezentace G,,. Ze Schurovi duality mame
k
K= P Fed,
XePar(k,n)

kde Gz,n jsou ireducibilni reprezentace Gj. Z toho pak plyne, Ze Gz,n =

(®" C"YV(A). Dale podle lemmatu o vlastnosti stability lze psat Gy, = G
a tedy

k
G = (QTHVW).
Kazda ireducibilni reprezentace Gy, je ekvivalentni s néjakou G* (jesté ozfejmit).

% Toto je text od L. Krizku:

5.2 Youngovy symetrizatory a Weylovy moduly

Libovolnému rozkladu A = {A\; > A2 > -+ > X, > 0} (A € Par(k,n)) mizeme
priradit Younguv diagram sestavajici z k bunék usporadanych do radkt délky
A1, A2, ..., Ap tak, ze buiiky I-tého Fadku lezi pod prvnimi \; buitkami (I —1)-ho
radku.

34



Definujeme dudlni rozklad (transponovany diagram) X* = {A\f > M5 > ...}
vztahem A} = délka j-tého sloupce diagramu A.

Jako priklad uvedeme diagram a jeho dudlni diagram odpovidajici rozkladu
A=1[4,3,1].
| |

Tabulka A odpovidajici diagramu ) je diagram, jehoz kazda buiika je vyplnéna
¢islem od 1,2, ..., k, pfiCemz vSechna ¢isla jsou navzajem rtznd. Oznacime A;;
Cislo, které se v tabulce A nachézi v j-té buiice na i-tém Fadku tabulky A, pro
i=1,...,paj=1,...,\.

Symbolem A(A) oznacime tabulku, kterou ziskdme vyplnénim bunék postupné
odshora dolt a zleva doprava.

Jako priklad uvedme tabulku odpovidaji rozkladu A = [3,2,1,1].

517]
6

A(N) =

|u>|oo N | —

Mnozinu v8ech tabulek odpovidajici diagramu A budeme znaéit Tab()\). Na mno-
ziné Tab(\) definujeme akci grupy &y, vztahem (s-A);; = s- A;;. Kazdé tabulce
A ptitadime prvek eq € VO tak 7e e4 = €;, ® €;, @ - -+ @ €;,, kde i; = r pokud
Jj se nachézi v r-tém Fadku tabulky A (e; je pevné zvolend béze V).

Tedy tenzor pfifazeny tabulce z piedchoziho piikladu bude mit tvar esn) =
e1®er®e3®es®er e ®er.

Pozorovani 5.5. Span{ea; A € Tab(A)} = (" C*)(N).

Diikaz. (QF C™)(\) = Span{er; ur = A}. O
Pozorovani 5.6. Pro libovolné s € &y a A € Tab()\) plati ox(s)es = es.4.

Tabulka A s r fadky davé rozklad mnoziny {1,2,...,k} na r disjunktni pod-
mnozin Ry, ..., R, kde R; je mnozina ¢isel v i-tém fadku tabulky A. fekneme,
7e permutace s € & zachova tadky tabulky A, pokud s zachovavéa kazdou
podmnozinu R;.
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Podobné ¢ sloupct tabulky A d4vé rozklad mnoziny {1,2,...,k} na ¢ disjunkt-
nich podmnozin. fekneme, ze permutace s € &; zachova sloupce tabulky A,
pokud s zachovava kazdou takovou podmnozinu.

Pro libovolnou tabulku A definujeme grupu
Row(A) = {s € &; s zachovava fadky A}

a grupu
Col(A) = {s € &y; s zachovava sloupce A}.

Pozorovéni 5.7. Pro libovolné A, B € Tab(\) a s € &, plati:

1) Row(A) N Col(A) = {1},

2) ok(s)ea = ea pravé tehdy, kdyz s € Row(A),

3) ea = ep pravé tehdy, kdyz B = s - A pro né&jakou permutaci s € Row(A).

Definice 5.8. Pro tabulku A € Tab(\) definujeme 7ddkovy symetrizator

a sloupcovy symetrizator

(A) = Z sgn(c)c
ceCol(A)

v C[6y).

Pozorovani 5.9. Necht A € Tab()\), pak plati:
1) v(A)x = 2t(A) = t(4) pro z € Row(A),

2) e(A)y = ye(A) = sgn(y)c(A) pro y € Col(A),
3) t(s-A) = st(A)s~! pro s € Gy,
4) ¢(s- A) = sc(A)s™! pro s € .

Pozorovani 5.10. Necht A € Par(k,n) a A € Tab(\), pak plati:
1) t(A)[(®: CmW < (®Z "))
2) (A[(@"CMN)] € (@ C")(N).

Lemma 5.11. Necht A € Par(k,n). Jestlize A € Tab(\), pak ¢(A)ea je nenu-
lovy N, -fizni vektor vahy X.

Dikaz. Nejprve predpokladejme, ze A = A(M). Necht A* je dudlni rozklad k A.
Pakeg =e1®e2® - Qex; ®e1Q@ea@ex; ®--Qer e ®- - Qexs, kde g je
pocet fadkid v prvni sloupci A.

Grupa Col(A) dava v8echny mozné permutace pozic 1,2,...,2}; 1,2,..., A} az

L,2,...,A;. Tedy c«(Ae, = Kwxs @ wig ® -+ @ war, kde w; =e1 Aea A---Ae; a
k je nenulové konstanta. Nebot w; je N, -fixni, tedy i ¢(A)es je N,-fixni vektor.
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Necht A je nyni libovolnd tabulka z Tab()), pak existuje s € G, tak ze A =
A(N). Tedy ea = op(s)ean) a c(A) = sc(A(N))s ™.

Odtud plyne ¢(A)ea = o (s)c(A(N))ear). Akee 01 (Sy) komutuje s akel o (N, ),
tedy c¢(A)ea je Np-fixni vektor.O] O

Lemma 5.12. Necht A, € Par(k,n) a k > 2. Ddle necht A € Tab(\) a
B € Tab(u). Predpoklddejme, Ze bud

(i) A <'** 1 nebo

(i) A= a pro véechna ¢ € Col(A) ar € Row(B) plati, e c- A #r - B.

Pak existuje dvojice ruznich cisel I, m, které se nachdzeji ve stejném sloupci A
a ve stejném tadku B.

Diikaz. Nejdrive predpokladejme, ze A = p. Uvazme pro spor situaci, kdy pro
kazdy radek B plati, ze jsou v ném takova ¢isla, ze zadné dvé z nich se nevysky-
tuji v jendom néjakém sloupci A, tj. vSechny se vyskytuji v rtiznych sloupcich
(z4dné dvé "libovolné vysoko nad sebou”). Pak mohu pfeusporadat ¢isla v sloup-
cich tabulky A, tj. nechat vzniknout tabulku c. A pro néjaky ¢ € Col(A) takovou,
Ze kazdy tadek c.A obsahuje tataz ¢isla jako odpovidajici (o stejném pofadi v
ramci diagramu, partice) fadka B. Nyni ale existuje r € Row(B), ze r.B = c.A,
coz poskytuje spor.

Nyni uvazme, ze A <'*® 1. Pro k = 2 je tvzeni zérjmé. Pédpokladejme, Ze tvrzeni
plati pro vSechna tableauxa o poc¢tu boxt mensim nez k. Oznacme tableau typu
p "matici” B = [b;;]; ;. Nejdfive pFedpokladejme, ze Ay < p1. V tomto piipadé
je dle Dirichletova principu alespoii jedno z Ay ¢isel by 1,. .., b1 4, nelze rozfasit
do A1 < p1 sloupcty, aniz by se alespon dvé ¢isla pfifadila néjakému (jednomu)
stejnému sloupci. Posledni moznosti je Ay = u1. Necht opét pro spor jsou éisla
b11,...,b1,n, v riznych sloupcich. Potom opét existuje ¢ € Col(A), ze ¢.A ma
az na poradi v 1. radku tataz ¢isla jako jsouv prvnim fadku B. Existuje tedy
r € Row(B), Ze 1. fadky A a B se shoduji. Nyni si uvédomme, Ze z platnosti
lemmatu pro c.A a r.B plyne platnost pro A a B. Tomu je tak, nebot pokud
jsou dvé &isla {I,m} v témze (t. tém) sloupci c.A jako v néjakém (s. trh) Fadku
r.B, jsou tato ¢isla v . tém fadku A a v s. tém sloupci B. (Z odtvodnéni plyne,
ze implikaci lze obratit.) Proto sta¢i tvzeni dokazat pro c.A a r.B. Odstraiime
1. fadek jak A, tak i B. Dostaneme tableauxa o méne nez k boxech a uziejem
indukéniho pfedpokladu (nevadi, Ze zbyla ¢)isla nemusi byt z n&jaké mnoziny
{1,...,k — X1} - lze je totiz pfeznadit a pak pfeznacit zpét.) O

Dusledek 5.13. Necht jsou splnény pFedpoklady predchozi véty. Pak existuje
v € Col(A) NRow(B), %e v =1 a sgn(y) = —1.
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Diikaz. Dle pfedchozi véty existuji riizné cisla [, m, ktera jsou ve stejném sloupci
A a stejném Fadku B. Permutaci v € Sy tedy definujeme jako transpozici [ a
m. U

Véta 5.14. Necht A € Par(k,n). Pak plati:
1) jestlize A € Tab()\), pak ¢(A)[(Q" C™)(\)] = Cc(A)ea,
2) G* = ZAeTab()\) Ce(A)ea.

Diikaz. (1): Staéi spoéitat akci ¢(A) na vektorech ep, kde B € Tab()\), nebot
tvoti bazi ((@I’C (CY™)(A). Pokud existuji permutace ¢ € Col(A) a r € Row(B),
ze plati ¢+ A = r - B, pak ¢(A)eg = c(A)e,.p = ¢(A)ec.a. Dile c¢(A)ec.a =
c(A)ok(c)ea = sgn(c)c(A)es (uzili jsme 4.7.2 a 4.9.2), tedy plati tvrzeni.

Pokud takové permutace r, ¢ neexistuji, pak podle pfedchozi véty existuje v €
Col(A) N Row(B), ze v = 1 a sgn(y) = —1. Mame ¢(A)eg = ¢(A)ey.p =
(Ao (v)es = —c(A)ep, tedy ¢(A)ep = 0.

(2): Jelikoz dle lemmatu vime, Ze pravé strana sestava z N,,-fixnich vektord vahy
A a leva strana je tak definovana, a proto prava je obsazena v levé. Ukazeme,
Ze prava strana je Gp-invariantni. Navic pro s € & a A € Tab()\) mame
ok(s)c(A)ea = oi(s)c(A)or(s) " Lok(s)ea = ¢(s.A)es.a, a tedy prava strana (2)
je invariantni vici akei Sy. Jelikoz G* je ireducibilni &j-modul, plati rovnost
v (2). O

% Odtud je to text od Martina:

Véta 5.15. Pokud p € Par(k),\ € Par(k,n), A € Tab()), S(A4) := c(A)r(A).
Potom

(1) S(A)G* =0, pokud u# X\ a
(2) S(A)G* = Cc(A)ea, pokud pn = A.

Dikaz.

(1) Nejdfive dokazme prvni ¢ast.

(1.1) Nejprve predpokladejme, 7Ze pu le>r A, Sta¢l  spocitat
c(A)r(A) Q" C(y). Vime (viz 4.10.1), ze r(A)@"C"(u) C
QFCr(y), tj. staci spocitat c(A) ®"Cn(n). Ziejmé jsou
splnény prespoklady dutsledku 4.13, tj. existuje transpozice

v € Col(A) N Row(B), pro kterou mulZzeme miZeme psat
c(A)eg = c(A)ey.p = c(A)or(v)ep = —c(A)ep, tj. c(A)eg =0
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(1.2) Zde je p l€<$ A, tj. existuje transpozice v € Col(B) N Row(A) (v8im-
néte si, ze se role A a B vyménily). Chceme ptisobit s(A4) = c¢(A)r(A)
na elementy G*, tj. dle pfedchozi véty na elementy c¢(B)ep, kde
B € Tab(p). Zapisobime-li jen r(A), dostaneme r(A)c(Blep =
r(A)y2c(B)ep = —1r(A)c(B)ep, tj. opét nulu. Poznemenejme jen,
Ze jsme pouzili pozorovani 4.9.1 a 4.9.2.

(2) Stejné jako v predchozim piipadé G* C (®FCF)()), (®FCF)(\) =
Span{ep; B € Tab()\)} a navic c(A)r(A)(@*CF)(\) C c¢(A)(RFCF)(\) =
Cc(A)ea, tj. jedna inluze je dokdzana. Necht je i pro p = A s(4)G* = 0.
Jelikoz je ®k(C sumou G* (nikoliv bez multiplicit, tj. kopie G* se mo-
hou opakovat!), bylo by s(A) ®k(C = 0, coz je ve sporu, Ze napf.
c(A)r(A)es = kc(A)ea, kde k € N, coz je v8ak nenulovy vektor - viz
lemma 4.11.

5.3 Weylovy moduly

Pozorovani 5.16. Zvolime dostateéné velké n k pevnému k (staéi n > k),
potom dostaneme vSechny reprezentace Sy .

Definice 5.17. Vyhradime symbol pro nasledujici Gx-modul definovany pred-
pisem &, := (@FCF)Nk,

Pozorovani 5.18. Plati &, = @Aepar(k)G)\. Jelikoz {GM*AePar(k)1 je mnozina
vSech neekvivalentnich ireducibilnich reprezentaci & (viz dikaz Schurovy du-
ality, presposeldni vztah pied kap. 4.2 pro k = n a uziti véty o dvojitém ko-
mutantu spolu s dusledkem 3.14), tj. i polojednoduché (nebot plati véta 1.44)
asociativni algebry C[&y] (viz vétu ), je dle véty 3.8, popt. 1.38

C[Sk] ~ Drcpar(k) End(G)‘).

Definice 5.19. Symbolem %B* ozna¢me oboustranny ideél v C[&] odpovidajici
idedlu (podalgebie) End(G?*) v pfedchozim izomorfizmu.

Lemma 5.20. Pro kaZdou partici A € Par(k) a kaZdé Youngovo tableau A €
Tab()\) je S(A) € B*. Navic existuje (\ # 0: S*(A) = (\S(A), tj. S(A) je az
na ndsobek idempotent.

Poznamka 5.21. Z nenormalizovaného Youngova symetrizatoru udélame (nor-
malizovany) Youngtv symetrizdtor, jakmile budeme znat normalizaéni kon-
stantu.
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Diikaz. V prvni éasti ditkazu ukazeme, ze S(A) € B*. Prox € G* plati S(A)x =
fa(z)c(A)ea, coz vime z predchozi véty (4.15), kde fa : G* — C. Obecnéji pro
z € Ex = Drepar(k)G” plati analogicky S(A)x = fa(x)c(A)ea, kde fa: & — C.
Protoze c(A)ea € G (viz vétu 4.14.2), je S(A) € B, nebot S(A) plisobi tak,
7e posila viechny elementy do G*. Oznaéme S(A)c(A)es = Cac(A)ea neboli
fa(c(A)ea) =: Ca.

S2(A)x = S(A)S(A)x = fa(x)S(A)c(A)ea = fa(z)Cac(A)ea = (aS(A)z
Protoze reprezentace C[Sy] je vérné, dostavame S?(A) = (45(A). Nyni zvolme
néjaké B € Tab()\). Jisté existuje v € Gi, ze B = 7 - A, a proto S?(B) =
S(B)S(B) = yS*(A)y~! = vCaS(A)y~! = CaS(B, odkud plyne, ze (4 = (5, a
tedy lze definovat (), které nezavisi na vyplnéni (Tab()\)). {\ =# 0, nebot, pak
by S(A)G* = 0, coZ je spor s vétou O

Poznamka 5.22. Uvazme (L,2), levou reprezentaci algebry 2 na sobé:
L(a)x = ax Ya € AU. Pro kazdé a € Ker L plati 0 = L(a)x = za, speciilné
z=1:L(a)=a=0 = KerL =0, &li lev4 reprezentace je vérna.

Definice 5.23. Nechtf L je leva reguldrni reprezentace C[Sk]

pa = (5 'S(A) nazveme Youngiv normalizovany symetrizator pro A € Tab(\).
Pozorovani 5.24. p% = ¢, 25?(A) = ¢ 'S(A) = p(A), ¢ili je to idempotent v
C[&k] s obrazem S(A) C[&k]. Odtud Tr(L(pa) = dim(S(A) C[Sk])

k!
Véta 5.25. Necht A € Par(k). Pak ¢\ = T

Dikaz. Napisme pa v bazi {g}gcs, =: Z grupové algebry.

pa = Z Ggg

9E€EGK
,ag € C.

Nyni napisme matici L(pa) v bazi 2, jakozto endomorfizmu na &+. Necht h € =,
potom L(pa)h = (3 cq, 499)h = 3 e, Aggh PouZitim substituce g' = gh
dostaneme »_ o agp-19' O

,odkusplyne, ematiceL(pa) viéi = je

[%h—l]iigi :

Odtud snadno Tr L(pa) = a1|6k| = kla;. Jelikoz a; je koeficient u jednotkové
permutace, je roven (' vzhledem k definici p4 pomoci s(A) a tomu, Ze u
jednotky je v s(A) = ¢(A)r(A) koeficient 1.

Protoze S(A) € B je S(A)C[er] =~ S(A)B*. Oznaéme {f;} baz
G* takovou, Ze fi = c(A)ea. Je s(A)x = f(A)c(Aes = kfi, jak
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jsme definovali v ditkazu pfedchoziho tvrzeni. Tedy s(A)B* dle izomor-

fizmu vyse odpovida FE;1End(G*) ~ G* kde Ej; je matice s jed-

notkou na pozici 11 a s nulami jinde (viéi bazi {f;}.) Dohromady
|

tedy k!¢, = Tr(L(pa)) = dim S(A) C[&k]) = dm G* = () =

upravit pomoci hakové formule, viz poznamku 4.4.

coz lze

dim G*’

Véta 5.26. Necht A € Tab(\). Potom pa projektuje @*C" na (néjakou kopii)
F), jakozto ireducibilniho GL(n,C)-modulu s nejvyssi vahou \.

Diikaz. Diky Schurové dualié je @*Cne~ D rePar(k,n) (F)@GY) ]

jakoGL(n, C)x Gr-modul. p4(@*C") = @Nepm(k,n)Fs/ ®@paGY = F2® Cc(A)es ~ F2.
Idempotent pa piisobi na F trividlng, nebof je z C[Gy]. Pouzili jsme vétu

4.15.2. Fakt tvrdici, Zze p4 projektuje jsme dokazali v poznamce 4.24 - opiené o

vétu 4.23.

5.4 Standardni tableaux
Definice 5.27. Nasledujici mnozinu

STab(\) = {A € Tab()) ;¢&isla v Fadcich a sloupcich rostou}

nazveme mnozinou standardnich tableauz.

Piiklad 5.28. { é 2]

% 3} = STab(2,1)

3

lex
Piiklad 5.20. | 112]'%

1 1
3 2]

Nasledujici véta popisuje bazi prostoru G*. Dokazeme jen linedrni nezévislost
prislusného systému. Generaci lze dokazat uzitim indukce a vétvicich pravidel,
ktera nespadaji do tohoto zakladniho kurzu.

Véta 5.30. {S(A)ea; A € STab(\)} je bdze G*.

Lemma 5.31. A, A’ € STab(\), A’ 'S A: S(A')S(A) =0

Diikaz. Linedrni nezévislost: Necht Y~ baS(A)ea = 0, kde ba # 0.
A€STab())
min lex{A4, A € STab(\)},  potom

Ozna¢me A’
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S(A) Y baS(A)es =0

A€STab())
bA/Sz(A')eA/ =0 = bAICAS(A/)eA/ =0 = by = 0, neb C)\ 75 0 a
S(Aea #0. O
1[2]3 1[4]7]
Priklad 5.32. A=|4(5|6|,B=|2|5| .Potom
7 3|6

ea=e1Qe1Re;Rea Ve ey ez, eg =€ RVea®ez@e; ey ®ez®ep

Poznamka 5.33. Vsimnéte si, Ze jsme dostali Gplny popis ireducibilnicj G-
modulti (pomoci baze), tak GL(n, C)-modult - pomoci projekce. Akce na téchto
podmodulech je ”restrikci” tenzorovych reprezentaci oy a py.

Piiklad 5.34. Uvazte A = (2,2) (tzv. Youngova tabulka Riemannova tenzoru).

e akci &5, na G* (resp. na bazi)

e dimenzi G*, charakterovou tabulku G* - bez Murnaghan-Nakayamovych
pravidel

e jak ptisobi matice A = (2,1;1,2) na F)?
e charakteristiku tenzort z F)

e umite dokazat, ze pfedechozi caharteristika je ekvivalentni s popisem tzv.
algebraického

e dimenzi F). specifikujte pro OTR, tj. n = 4. Koresponduje vysledek se
znamym faktem z OTR o poctu stupiiti volnosti Riemannova teznoru?

5.5 Projekce na izotypické komponenty

V naésledujici vétach popiseme proketory na izotypické komponenty prostoru
®FC™ jak jako GL(n,C)-modulu, tak jako G;-modulu.

Véta 5.35. (1) F je invariantni podprostor v @*C" vic¢i GL(n,C). Pak PyF
je izotypickd komponenta typu F> v F.

(2) G je invariantni podprostor v @*C™ wvici Gr. Pak P\G je izotypickd kom-
ponenta typu G v G.

Dikaz. (1) ®k(C” = GBA’EPar(k,n)Fqi\/ & GX

P\F = F}) @ UM, kde UM" VL Ck, D ... @ cg, ;m < dim G
(2) analogicky O

dim G*

Definice 5.36. Py := ( o

> > S(A), kde \ € Par(k,n)
A€Tab())
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Lemma 5.37. {P)\})\Epar(k’n) je sada minimalnich centrdlnich idempotentu pro

C[6k]

Diikaz. Trividlni. A7 na nasobek PZ = APy O

6 Schurovy relace ortogonality, priklady a apli-
kace ve spektroskopii.

6.1 Relace ortogonality

Odvodme nyni tzv. prvni Schurovy relace ortogonality - jiny zptsob spoc¢iva v
uplatnéni Fourierovy transformace, jak jsme provedli na prednasce. Nas zpusob
bude viceméné klasicky - bude kopirovat Schurovu dizertaci z roku 1905.

Lemma 6.1. Necht p,o jsou reprezentace G na'V.a W a Sy € Hom(V,W),

Potom

(1) p # o implikuje S = 0,

(2) p~ o implikuje S = LtrS,.

Diikaz. Snadno zjistite, ze S € Homg(V,W). Tj. prvni ¢ast je disledkem prvni
Gasti Schurova lemmat; druhé dusledkem druhé, uvazime-li, ze trS = trSy. 0O

Zapisme vysledek pfedchoziho lemmatu v maticové formé. Pokud p # o, je

ﬁ > om(a)pii(a) =0,

acG

Jinak
1

al > on(a)pi(a™t) = (1/n)d1i6k;.

a€eG

Pfipomenime, ze pro koneéné piipadné kompaktni grupy je mozné zavést G-
invariantni skalarni souéin, ze kazda konec¢né dimenzionalni reprezentace se
s , o ve Ve . ~ 7 —1
stane unitdrnf v¢i tomutu sk. soucinu, a proto je mozno psit p(a);;” = p(a);i-

Zavedeme-li skalarni soucin pro funkce definovana na G takto
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(fis 1) = 1671 Laec f1(a) f2(a), je mozné psit (pii, 05;) = (1/n)0kidi;-
Specialné pro charakter x : G — C plati, ze x(a)~ x(a), tj. x(a)x(a) = 1,
tj. x je homomorfizmus mezi G a kruzni’i (1-torem) U(1).

1 =

Pro charaktery !, x? reprezentaci p,o spc. dostavame, Ze p # o implikuje
(x', x?) = 0 a rho ireducibilni implikuje (x!,x!) = 1.

Necht V=V, & ... ® V; je rozklad V na ireducibilni sumandy. Je zfejmé

® =x1D...D Xk, kde ¢ je charakter V' a y; jsou charaktery ireducibilnich
sumandt. Z pfedchoziho plyne, Ze (¢, x) je pocet vyskytd x v V. Odtud spc.
plyne, zZe charakter urcuje ireducibilni reprezentaci.

Uvazujeme-li vektorovy prostor vsech centralnich funkci, dostaneme, ze

6.2 Priklady: Murnagham-Nakaymova a Littelwood-
Richardsonova pravidla.

Typickym piikladem je explicitni popis reprezentaci F» a G* pomoci hdkovych
vzorctll, popis tenzorti z F» a baze G*. Ve zkouskové pisemce bude takovy pii-
klad.

Dalsim moznym piikladem je urceni charakterové tabulky pro néjakou symet-
rickou grupu, popft. jeji podgrupu.

Za timto tcelem se zminime bez dikazu o tzv. Murnaghan-Nakayamougch pra-
vidlech, coz jsou kombinatorickd pravidla, pomoci nichz lze pocitat hodnoty
charakterti na dané tfidé symetrické grupy G,,.

Uvazme néjakou reprezentaci G* danou Youngovym diagramem A\ =
A1,y An).

Vezméme konkrétni diagram. Napi A = . Pocitame-li hodnotu

x443)(C) charakteru na konjugacéni tiidé C' = (u1,...,Hp), zajiméme se o
tzv. antihdky delky . Antihdk je ¢ast (pravého a dolniho) okraje piislusného
Youngova diagramu takovy, Ze po jeho vynechéani vznikne opét (n&jaky Youn-
gliv diagram). Tzv. noZni délka antihdku je pfirozené ¢islo | = i — j, kde 7 je ¢islo
fadku konce antihdku a j je ¢islo fadku jeho zacatku. Plati induktivni vzorec
pro = ({1, ..., kp)

) = (-1 (@),

2\
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kde p = (u2,...,1p) a sCitd se pies viechny antihdky délky a A je Youngiv
diagram vznikly odtrsnénim piisl. antihaku.

Antihak budeme zapisovat pomoci usporddané mnoziny. Stfednikem budeme od-
délovat jednotlivé radky antihdku a mezi stfedniky se budou vyskytovat ¢islujici
sloupce daného fadku patiici k danému antihdku - piSeme nulu, pokud zadny
box v daném Fadku (ne)patii k antihdku.

Pocitejme x4 (5,4,3,1). Antihdky dély 5 jsou pouze dva: (4,5;4;3,4) a
(0;4,1,2,3,4). (Kreselte si obrazky.) Jejich vynechdnim vzniknou Youngovy di-
agramy (3,3,2) a (5,3). Je tedy

xXP49(5,4,3,2) = x>%(4,3,1) = x**(4,3,1).

Zkoumejme 1. z charaktert. V Youngové diagramu

)\:

jsou jen dva 4-antihdky: (3;2,3;2) a (0;2,3;1,2),
x322(4,3,1) = X1V (3,1) — D (3,1).

Nyni zkoumejme druhy charakter x(>%)(4,3,1) tj. pro

A= L]

Tento méa pouze jeden 4-antihak, a to (3,4, 5; 3). Jeho vynechanim vznikne Youn-
glv diagram

A=

” diagram Riemannova tenzoru”. Tj.
Y*?(4,3,1) = x*%(3,1).

Zbyv{a spocitat charaktery x211(3,1),x>1(3,1), x>2%(3,1). Youngiv diagram

A= nema zadny 3-antihdk. UvaZenim ”antihdku” (1,2;1;0), vznikne dia-

gram jen o jednom boxu v tieti fadce, ktery vsak neni piipustny, nebot je typu
(0,0,1); zde Mutnaghan-Nakayamova pravidla poskytnou kanonicky nulu, tj.

21(3,1) =0.
Totéz plati pro x>1(3,1), tj.

x>1(3,1) = 0.
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Zbyva spocitat x>2(3,1). Antihak délky 3 je (2;1,2), po jehoz vynechani vznikne
admisibilni Youngtv diagram (1,0) a plati

X272(37 1) = X1(1)7
coz je dimenze (- vyéislujeme na identité) trividlni (horni jednicka) reprezentace,
tj. x22(3,1) = 1.

Celkem x°44(5,4,3,1).

Priklad 6.2. Zjistéte charakterovou tabulku reprezentace G4. Viz aplikace na
spektum tetrachlormethanu.

Nyni se zabyvejme tzv. Littelwood-Richardsonovymi pravidly pro nasobeni re-
prezentaci obecné linedrni grupy. Lze je dovodit uvazeni vétvicich pravidel pro
subdukci na symetrické grupé detilnimi kombinatorickymi pravidly - zdjmce
odkazuji na pfislusnou literaturu. Poznamenejme jesté, ze ve fyzice se tento
problém (dekompozice tenzorovych soudini) nazyva Clebsch-Gordaniv problém
a dodnes je jednim ze zakladnich pretrvavajich problémi teorie reprezentaci -
byt v soucasnosti pro nekoneéné dimensionalni rperzentace nekompaktnich Lie-
ovych grup.?

6.3 Aplikace: absorp¢ni spektroskopie.

Ctenaf znaly alepsoii zakladi spektroskpie jisté vi, Ze nékteré prostorové mozné
vibra¢ni médy molekul nejsou v jejich infracervenych spektrech pozorované -
neprojevi se absorp¢ni ¢arou. Pravidla urcujici tzv. zakazané prechody jsou ve
spektroskopii zndmé jako selekéni pravidla. 3 Tato pravidla lze celkem snadno
odvodit pomoci reprezentaci podgrup symetrické grupy, které jsme zkoumali
pomoci teorie nejvyssi vahy pro reprezentace obecné linearni grupy, které spolu
souvisi, jak jsem zjistili, na zakladé Schurovy duality.

Pro ve spektroskpii neerudovaného ¢tenare pripomenme, ze experimentalné tato
analytickd metoda spociva v ozafovani latky vzorku infraCervenym svétlem,
které je emitovano zahfatym (idedlné absolutné cernym) télesem. Cast tako-
véhoto zafeni je pohlcovano vzorkem a kvantitativné lze popsat kvantovou me-
chanikou.

Hovoiime o absorpéni spektroskopii, pokud méfime pravé zareni pohlcené.
Osvicujeme-li (Gasto atomérni 14tku) zéfenim, které je schono energeticky ex-
citovat elektrony obalu prisl. latky a ta pak vyzafovanim fotonu pii deexcitaci

2Ve fyzice je znamo tzv. skladani spinu: Vo @ Vi, = Vir—s| @ ... @ Vrys, je tomu tak pro to,
ze SU(2) je realnou formou SL(2,C).

3Dalsi slavna pravidla, tentokréate z kvantové chemie, jsou tzv. Hundova vylucovaci pravidla
a lze je také ”odvodit” pomoci reprezentaci zde kompaktnich Lieovych grup: SU(2) a SO(3,R).
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elektronil napt. do zdkladniho stavu svitit - emitovat zafeni, mluvime o spek-
torskopii emisni.

My se budeme zabyvat absorpéni spektroskopii; vzorkem bude monomoleku-
larni latka (pro predstavu v kapalném stavu). Zafenim je realizované proudem
fotond emitovanych absolutné ¢ernym télesem. Latku uvazujeme byt o pokojové
teploté. Na zakladé semiklasické teorie si predstavujeme, ze latka miize jistym
zpusobem vibrovat a pokud svétlo ma danou vibrac¢ni frekvenci, dojde k jeho
absorpci - svétlo je vyuzito pro kmityatomi v molekule. Pfipomindm, Ze tento
popis je velmi naivni - zdjemce je odkazan na pfisl. pasaze o tzv. perturbac¢nich
aproximativnich metodéch semiklasické nerelativistické kvantové mechaniky (se-
miklasické, nebot se nejedna o teorii pole, byt studovany objekt do interakce s
polem pfichézi).

V aproximacnich metodach kvantové relativistické i nerelativistické mehaniky
hraji dtlezitou roli tzv. tenzorové operatory, jedna se o G-homomorfizmy

R:V — Aut(H),

kde V je obvykle prostor, v némz se uvazovany systém nachazi a vnémz jsou
realizovanany jeho vnitini vibrace, H je separabilni Hilberttiv prostor pfifazeny
studovanému systému (nezahrnuje pfitomnost svétla) a G je grupa symetrie
systému - grupa, vaci jejiz regularni akci je invariantni hamiltonian systému.

Postupujme ¢isté utilitaristicky. U nas bude vzdy V = R? jako vektorovy pro-
stor. Popisme jeho strukturu jako modulu nad konecnou grupou G. Za vhod-
nych okolnosti bude vhodné uvazovat G podgrupou O(3,R). Struktura V jako
G-modulu je dédna restrikci definujici reprezentace grupy O(3,R) na grupu G.
Struéné se zminime o vybéru grupy G. Kdyz jsme se jiz rozhodli pro pod-
grupy ortogonalni grupy, je metoda nalezeni G celkem algoritmickd. Zvolime
libovolnou diskrétni podgrupu O(3,R) - pfipomenime, vze jich je pouze 5 typh
(Chny Di, T ~ 4,0 ~ &4, I) takovou, aby jednak jeji std. reprezentace piisobila
na molekulu tak, aby zaménila je ty atomy, které jsou shodné co do typu ( tj.
elektronového ¢isla - j4)dra, neutrond, si nev§imame), jednak neexistovala vétsi
grupa, kterd déla totéz.

Zminme se o diskrétnich podgrupach SO(3,R). Jak jsme jiz uvedli, jedné se
o cyklické (abelovské) grupy C,, o po¢tu prvki n, dihedralni T' symetrii tetra-
hedronu o 12 prvcich, grupa O symetrii oktaedru o 24 prvcich a 60prvkova grupa
I symetrii ikosahedru.

Klasickym ptikladem je molekula tetrachlormethanu C'Cl4. Chlorové atomy jsou
umistény (viz MO method) ve vrcholech ¢étyfsténu a atom uhliku v jeho geome-
trickém stfedu. Za G volime grupu 7" - pfimé symetrie tetraedru. Spoctéme cha-
rakterovou tabulku tetraedrové grupy, pfipomenime, ze |T'| = |Us| = 6!/2 = 12,
jak vyplyne i z dalsiho.

Nejdiive popiSme strukturu tetraedralni grupy co do konjugacnich t¥id. Je
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ziejmé, Ze grupa obsahuje identitu e, ktera je jedinym prvkem své konjugacni
tFidy, mame tedy t¥idu [e].

Konjugaéni t¥ida obsahujici rotaci o 27/3 v podstavé tetraedru mé ¢ty¥i prvky
odpovidajici atomtm chloru, které jsou fixovany.

Dalsi konjugad¢ni tf¥idou jsou rotace o 4/73 - opét 4.

Posledni konjugacni tfidu [s4] tvoii rotace o m kolem osy, kterd prochazi stedy
mimobéznych hran tetraedru. Takovych dvojic hran jsou 3=6/2.

Schematicky piSeme T = [e], 3[r3], 3[r3], 3[rz).

Protoze z kvantové mechaniky zafeni neplynou restrikce na inverzi prostorvé
orientace, méli bychom 7" obohatit o reflexe podle nadrovin. Ziskdme tak grupu
Ty, kterou lze vizualizovat napf. pomoci symetrie krychle rozdélené do dvou
CtyTstént, anebo jednoduseji pomoci symetrii tetrahedronu samého.

Ty jisté obsahuje [e]. Déale pak obsahuje i 4 rotace [r3] =
{(123),(124), (134),(2,3,4)}. Rotace 72 jsou vsak k piedchozim konjugo-
vény, nebot napf. rotace podél osy kolmé na rovinu 123 prochézejici 4 o 47/3
je konjugovana k rotaci kolem téze osy o thel 27/3, a to pomoci reflexe vici
roving prochdzejici hranou 34 a pitilici hranu 12 (sténu 124). Tj. konjugadni
tfida mé 8 prvku.

Trida s4 zstava - ma 3 elementy.

Dalsi samostatnou tfidou jsou reflexe podél nadrovin prochazejici néjakou hra-
nou a pulici prtilehlou sténu tetraedru - je jich Sest jako hran ¢tyfsténu.

Zbyva 6 prvki. Jelikoz se jedna o neprimé shodnosti, 1ze je slozit z rotace a
reflexe. Tak napf. permutaci (1243) dostaneme sloZenim rotace ro kolem osy
5(12)s(34) (kde s znadi sties strany) slozené s reflexi kolem nadroviny pulic
sténu 234 a prochézejici hranou 14. Dalsi 4-cyklus z této rotace vznikne uvaze-
nim reflexe podle nadroviny prochazejici hranou 23 a pulici sténu 134, a proto
pocet prvki této konjugacni tiidy je 2.3 = 6.

Zkonstruovali jsme tak homomorfizmus T'doSy. Jelikoz vzorem e € Sy je jediné
e € Ty, jedna se o monomorfizmus. Jelikoz |64| = 24 = |1y, jde o izomorfizmus.

Pro vypocet charaktert mtzeme tedy pouzivat Murnaghan-Nakayamova pravi-
dla.

Jejich uzitim dostaneme, viz Glohu v predchozi podkapitole.
Konjugaéni tfida [r4] obsahujici reflexi podél roviny prochazejici néjakym ato-

mem chloru piilici protilehlou stranu méa 6 prvki, nebot reflexe jsou v bijecki se
stfedy hran, kterych je Sest, tj. |[7a]| = 6.
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Dalsim elementem je rotace rs o uhel 27/3, pfi ketré je fixovan jeden vrchol
a zbyl’e tfi jsou permutovany (cyklicky posunuty). Fixovat mohu celkem étyii
vrcholy; pfiddnim minus identity dostaneme 8 elementi - |[r3]| = 8. Dalsim zob-
razenim je rotaca o m kolem osy, ktera prochéazi stfedem jedné hrany a stfedem
hrany, kterd s predchozi je mimobézna - takovychto rotaci je 3. Poslednim je
permutace typu (1234), kde jsme atomy chloru oésslovali 1,2, 3, 4. Geometricky
se jedna o

Dle predchozi teorie, viz vétu XXX, existuje pét ireducibilnich neekvivalentnich
reprezentaci grupy 7y. TTi z nich jsou snadné urcit. y; oznacme trividlni; ys
znaménkovou; x5 definujici jako restrikei std. reprezentace O(3, R) na T. Jelikoz
vime, Ze

24 =G =1"+d5+1° +dj + 3,

je ziejmé dy = 2 a dy = 3. Jelikoz vime, Ze reprezentace x5 urcuje i reprezentaci
A?ys také dimenze 3, je x4 vhodnym kandidatem. Nevime, véak mnoho ani o
ireducibilité A%ys, ani to, zda je izomorfni ys.
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