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Základní aspekty kvantové fyziky

1 Dualita £ástice x vlna (deBroglie), 1925

2 Sou£asná nezm¥°itelnost n¥kterých pozorovatelných (W.
Heisenberg), 1927

3 Diskrétní hodnoty n¥kterých pozorovatelných (Bohr,
Sommerfeld, Pauli, Dirac a dal²í, 1913 - 1928 ) - energie
vázaného elektronu, potenciálové jámy

4 Koda¬ská interpretace: vztah teorie k experimentu (princip
koroborace), 1925-1927
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Princip neur£itosti

p - hybnost

q - poloha

∆p, ∆q - chyby v m¥°ení p a q

Heisenberg·v princip: ∆p∆q > h

2π (volná £ástice)

impulzmoment a poloha, impulzmoment a hybnost (vodík)

Vede k matematické formulaci kvantové mechaniky
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Logické problémy - princip neur£itosti

a = p°ístroj A nam¥°il p = 1± 1/3

b = p°ístroj B nam¥°il q = 0± 1

c = p°ístroj C nam¥°il q = 2± 1

a∩ (b∪ c) = (p = 1± 1/3)∩ (q = 1± 2), ∆p∆q = 2/3 > 1/2

(a ∩ b) ∪ (a ∩ c) = [(p = 1± 1/3) ∩ (q = 0± 1)] ∪ [(p =
1± 1/3) ∪ (q = 2± 1)],∆q∆p = 1 · 1

3
< 1/2 �a priori�

nemoºné (Heisenberg)

Neplatí distributivita
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Vlnové balíky - variace na Schrödingerovu ko£ku

Zp°esn¥ní p°íkladu z [von Neumann, Birkho�, Annals Math., s.
831]. Nech´ π je rovina v R3 - klasickém Euklidov¥ prostoru
�ástice je vlnový balík
0 - nenam¥°ím nic - £ástice pro stroje neexistuje 1 - v²e je moºné -
£ástice pro stroje existuje

a = A m¥°í £ástici vlevo od π

b = B m¥°í £ástici vpravo od π

c = C m¥°í £ástici p°esn¥ uprost°ed π

P°edpoklad(!): a ∪ b = a ∪ a′ = 1. Toto nep°ímo vysv¥tluje
von Neumann a Birkho� úvahami o mí°e na klasickém
(nekvantovém) prostoru

(a ∪ b) ∩ c = (a ∪ a′) ∩ c = 1 6= 0 = (a ∩ c) = (b ∩ c) =
(a ∩ c) ∪ (b ∩ c)

Op¥t neplatí distributivnost
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Distributivnost

Pro konjunkci a disjunkci klasického výrokového po£tu
distributivnost platí

(a ∨ b) ∧ c = (a ∧ c) ∨ (b ∧ c)

(a ∧ b) ∨ c = (a ∨ c) ∧ (b ∨ c)

Pro s£ítání a násobení v okruzích (nap°íklad Z) platí

r · (s + t) = r · s + r · t
(r + s) · t = r · t + s · t
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Posety a svazy

Poset = £áste£n¥ uspo°ádaná mnoºina (X ,≤)

A mnoºina a její mnoºina podmnoºin s inkluzí, ≤=⊆
A = {1, 2, 3} a B = {{1}, {1, 2}, {1, 3}}, v B jsou
neporovnatelné prvky - �stále� poset

(slabé) uspo°ádání ≤: tranzitivní, antisymetrická a re�exivní
relace na mnoºin¥

x ≤ x ; x ≤ y a y ≤ x implikuje x = y ; x ≤ y a y ≤ z

implikuje x ≤ z

D¥litelnost 12
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Posety a svazy

X £áste£n¥ uspo°ádaná mnoºina, S ⊆ X

Horní závora u ≥ s, ∀s ∈ S , supremum u′ ≥ s =⇒ u ≤ u′

Dolní závora u ≤ s, ∀s ∈ S , in�mum - analogicky

Svaz (Verband, lattice) = Poset, kde v²echny dvouprvkové
mnoºiny mají in�mum a supremum (meet a join)

Join a meet jsou jednozna£né j = a ∩ b a m = a ∪ b
j 6= j ′ : j ≥ a, b, j ′ ≥ a, b, j ≤ j ′, j ′ ≤ j implikuje
(antisymetrie) j = j ′
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P°íklady

Mnoºiny s inkluzí - ∪ je sjednocení a ∩ je pr·nik mnoºin

Linearní podprostory v prostoru kone£né dimenze - ∪
de�nujeme jako lineární obal sjednocení a ∩ jako pr·nik

V Q nemají n¥které podmnoºiny join £i meet - jiný problém
(nám jde o dvouprvkové)

�£tvernoºka� není svaz, �²estinoºka� není

D¥litelnost je svaz (nsn, nsd)
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Distributivni svazy

Zopakujme: Distributivnost platí v klasické logice a nem¥la by v
logice kvantové
Distributivní svazy = Svazy, kde platí a∩ (b ∪ c) = (a∩ b)∪ (a∩ c)

D¥litelnost je distributivní

Sjednocení a pr·nik mnoºin je

Podprostory v R3 nejsou

M3 není
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Modulární svazy

Modulární svaz = svaz spl¬ující
(a ∩ b) ∪ (a ∩ c) = [(a ∩ b) ∪ c] ∩ a
(nebo a ≤ c implikuje a ∪ (b ∩ c) = (a ∪ b) ∩ c)

Podprostory jsou modulární

Kaºdý distributivní je modulární

N5 Dedekind·v svaz není modulární

N5 tedy není distributivní

Podprostory kone£ných jsou modulární
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Neumann-Birkho�ovy axiomy kvantové logiky

Axiomy:

L1 a ∩ a = a a zárove¬ a ∪ a = a

L2 a ∪ b = b ∪ a a a ∪ b = b ∪ a
L3 a ∪ (b ∪ c) = (a ∪ b) ∪ c a a ∩ (b ∩ c) = (a ∩ b) ∩ c
L4 a ∪ (a ∪ b) = a ∩ (a ∩ b) = a

Dal²í elementy: 0, 1 a unární relace ′

L7.1 a′′ = a

L7.2 a ∩ a′ = 1 a a ∪ a′ = 0

L7.3 a ≤ b implikuje a′ ≥ b′

L5 (a ∩ b) ∪ (a ∩ c) = [(a ∩ b) ∪ c] ∩ a

(L5 jinak: a ≤ c implikuje a ∪ (b ∩ c) = (a ∪ b) ∩ c)
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Ortomodularita

Svaz nazveme modulární, pokud

M1 Existuje 0, 1 ∈ X , ºe 0 ≤ x a 1 ≥ x ∀x ∈ X

M2 ′ : X → X , ºe a′ ∩ a = 0 a a ∪ a′ = 1

M3 a′′ = a, a ≤ b implikuje b′ ≤ a′,

M4 (a ∩ b) ∪ (a ∩ c) = [(a ∩ b) ∪ c] ∩ a

Birkho�·v a Neumann·v model kvantové logiky tvo°í

modulární svaz.
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Svaz nazveme ortomodulární, pokud (M1)-(M3) a a ⊆ c implikuje
a ∪ (a′ ∩ c) = c (M5).

Ad (M5) - Vyºadujeme tedy modularitu (M4) pro speciální p°ípad
b = a′, tj. a ∪ (b ∩ c) = (a ∪ b) ∩ c = (a ∪ a′) ∩ c = c . Viz
ekvivalentní formulaci modularity.



Kvantová fyzika Zachycující struktury - svazy Axiomy kvantové logiky Geometrizace - projektivní geometrie

P°íklady

P°íklady:

Podprostory jsou ortomodulární

Výroková logika je ortomodulární a distributivní

Kvantová logika - �chceme, aby byla modulární� a spl¬ovala
L71-L73 (není distributivní)
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von Neumann·v a Birkho�·v model

�O £em smíme mluvit?�
O £em nelze mluvit, o tom je t°eba ml£et.
Nech´ H je Hilbert·v prostor nekone£né dimenze

Kone£ne podprostory tvo°í svaz vzhledem k meet jako pr·niku
a join jako linearní obal sjednocení

Nekone£né poprostory: aby byl svaz, musíme d¥lat uzáv¥ry.
L(A ∪ B) nemusí být uzav°ený.

X = `2(R), A = {(an)n ∈ X | a2n = 0},
B = {(bn)n ∈ X | b2n+1 = nb2n}.
A + B = L(A ∪ B) není uzav°ený (vpravo sjednocení)

A ∪ B := L(A ∪ B)(= A⊕ B)
A ∩ B = A proniknuto s B
Pak jiº podprostory Hilbertových prostor· svaz tvo°í
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Hilbertovy prostory a modularita

Nekone£né nejsou modulární
P°íklad - A,B,C [Neumann, Birkho�, Annals. Math.]

U£enec: �Nelze mluvit o v²em!� Speciáln¥ ne nekone£n¥
rozm¥rných uzav°ených podprostorech v L2(R) jako o mnoºin¥
výroku pro logiku, a to ani pro modulární logiku.

Nekone£né separabilní `2(R), `2(C), `2(H) jsou v²ak
ortomodulární
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Projektivní hermitovská geometrie

Jde o £tve°ici (P,N,′ ,H)
Nech´ V je vektorový prostor nad t¥lesem F dimenze n.

body - P : jednorozm¥rné podprostory ve V

nadroviny - N : n − 1 rozm¥rné podprostory ve V
Jde o mnoºiny bod· (x1, . . . , xn) spl¬ující β1x1 + . . . βnxn = 0
β = (β1, . . . , βn) ur£en aº na násobek

Incidence: x = 〈(x1, . . . , xn)〉 leºí v 〈β〉, tehdy a jen tehdy∑
n

i
βixi = 0

′ je involutivní antiautomor�zmus

H : V × V → F hermitovská forma
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Objasn¥ní n¥kterých pojm·

V¥ta (von Neumann, Birkho�): Hermitovský projektivní prostor
nad F s involucí tvo°í kvantovou logiku. Pokud je kvantová logika
�iredecubilní� a její °et¥zce jsou shora omezené, pak je realizována
projektivním hermitovským prostorem nad F s involucí.

T¥leso F má antiinvoluci γ 7→ γ - nemusí být komutativní
(skew-�eld, Schiefkörper, nap°. kvaterniony - H)
Hermitovská forma = forma tvaru
(ξ, x) =

∑
n

i=1 ξiγixi , γi ∈ F reálné (γ i = γi )
Involutorní antiautomor�zmus: obrací incidenci a a′′ = a.
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