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1 Uvod

ECM neboli metoda eliptickych kfivek je v souc¢asnosti asymptoticky nejrychlejsi
faktoriza¢ni algoritmus, jehoZz slozitost zavisi na velikosti hledaného délitele. Je
to také nejlepsi algoritmus pro faktorizace, které jsou potieba pro béh ¢iselného
sita, i z toho divodu je snaha tento algoritmus stile zdokonalovat.

V této implementaci jsou vyuzity Edwardsovy kiivky, na nichz muzeme s¢itat
body rychleji. Jednou z vyhod ECM proti Pollardové p-1 metodé je také to, Ze se
¢islo muzeme pokusit faktorizovat na vice ruznych kiivkach, jejichz grupy budou
mit rizné (nadhodné) fady. To pfedurcuje tuto metodu k paralelizaci vypocta,
ktera je zde implementovana pomoci standardu OpenCL.

V nésledujicim textu N znadi ¢islo, které chceme faktorizovat.

2 ECM

Algoritmus pro faktorizaci pomoci eliptickych kiivek byl poprvé zminén H. W.
Lenstrou v ¢lanku [3] roku 1987. Jedné se v podstaté o Pollardovu (p-1)-metodu,
ve které je multiplikativni grupa nahrazena aditivni grupou bodu na eliptické



kfivce. Vyhoda této metody spoc¢iva v tom, Zze pro faktorizaci jednoho N, mu-
zeme vyuzit vice kiivek s ruznymi fddy a mame tudiz vétsi pravdépodobnost
nalézt délitele.

Roku 2007 pfedstavil Edwards v ¢lanku [1] kiivky, nyni nazyvané Edward-
sovy, které jsou s eliptickymi v jistém smyslu ekvivalentni a zaroven umoznuji
implementovat s¢itani bodua rychleji. Soucasné nejrychlejsi implementace tedy
vyuzivaji pravé Edwardsovy kiivky, viz [2].

2.1 Edwardsovy kiivky

Rovnice Edwardsovy kiivky nad télesem F charakteristiky rtizné od dvou je
2?2 +y? =14+da*y*, deTF\{0,1}.

V ¢lancich se objevuje 5 zpusobi, jak z predpisu kfivky ziskat body, vy-
sledkem je afinni, projektivni, invertovand, rozsifena nebo kompletni mnoZina
bodt. Pro kazdou z nich plati jiné vzorecky a tedy jiné vyhody, nevyhody a
pocet potfebnych nasobeni. Stru¢né zpracovany piehled naleznete v ¢lanku [2].

Nejpiiméjsi metoda je vytvofit mnozinu afinnich bodu:

{(z,y) €F x F: 2% +y* =1+ da?y?}.

V takovém piipadé je bod (0,1) neutralni prvek vzhledem ke s¢iténi a opaény
prvek k bodu (z,y) je (—x,y). Vzoreéek pro secteni dvou riznych bodi i zdvoj-
nasobeni bodu je stejny a pokud d neni ¢tverec v FF, je tento vzorecek uplny
(definovany v kazdém bodé).

Vyhodnéjsi pro implementaci je ale rozsifend mnozina bodu:

{(X:Y:Z:T)eP: X*+Y?=2?4+dT* a XY = ZT}.

Afinni body se zobrazi na body P? nasledujicim piedpisem: (x,y) — (z:y:1:
xy) a piibudou ¢tyii body v nekonecnu, pokud d je ctverec: (0: £v/d:0:1) a
(1:0:0:+4/1/d). V ¢€lanku [5] pak byly odvozeny vzoretky pro se¢teni bodu
(X1:Y1:Z1:T1) a (X2:Y2:Z2:T2), které vyzaduji 9 nasobeni:

A=X1xX2 B=Y1xY2 C=Z1xT2, D=T1x%Z2
E=D+C, F=(X1-Y1)*x(X24+Y2)+B—-A, G=B+A, H=D-C
X3=FE«F, Y3=G«H, T3=FE«H, Z3=FxG.

2.2 Algoritmus

Samotny algoritmus je v principu velmi jednoduchy. Pfedpokladejme, ze N =
p * g a vygenerujme kiivku £ a bod P nad Z,. Budeme s¢itat bod P sdm se
sebou a doufat, 7e narazime na neutralni prvek, tedy na bod (0,1). Problém
je, ze p je nami hledané prvocislo, které nezname. Budeme tedy ve skutec¢nosti
pocitat modulo N, v jakési nadbytecné reprezentaci ¢isel modulo p. Vime, zZe
pokud vysledkem souctu je neutralni prvek, jeho z-ova soufadnice je rovna 0
modulo p a tedy p|NSD(N,z).
Rozklad ¢isla IV na jedné kiivce pak probihd néasledovné:

1. Vygenerujeme ndhodnou kiivku nad Z/NZ tvaru 22 + 3? = 1 + d2*y? a
netrivialni bod P lezici na této kiivce.



2. Spocteme Q = [e]P = P& --- & P, kde e je soucin malych prvocisel. Tento
———
e-krdt
soucet pocitame postupné ve for-cyklu, tak, Ze v i-té iteraci spoCteme

3. Spocteme NSD(Q,, N), kde Q. je z-ova soufadnice vysledného bodu Q.

3 Aritmetika

Vzhledem k tomu, Ze cely faktoriza¢ni algoritmus probihd na grafické karté a
je psan v jazyce OpenCL C, bylo potieba implementovat i zakladni aritmetiku
velkych ¢isel. Velké ¢islo je ulozeno v poli délky 8 jehoz prvky jsou unsigned
integer a neni bran ohled na znaménko - ¢islo se vzdy reprezentuje jako kladné.
Tato struktura je v hostitelském kédu pojmenovana my_mpz a v kédu kernelu
mpz. Pro zékladni operace jsou, vzhledem k velikosti ¢isel, pouzity Skolské algo-
ritmy.

3.1 Montgomeryho reprezentace

Casové narotné je ovSem pocitani soufadnic bodd modulo N. Vyrazného zrych-
leni se dosdhne pouzitim Montgomeryho reprezentace [4]. Stru¢né feceno, je
kazdé x mod N je reprezentovano hodnotou 2’ = Rz mod N, kde R > N
je nami pevné zvolené ¢islo nesoudélné s N. Protoze jsou R a N nesoudélnd,
existuji ¢éisla R~'a N': RR™' -~ NN' =1

Algoritmus s¢itani se nijak neméni, se¢tu-li dva reprezentanty, dostanu repre-
zentanta souc¢tu. Pro vynasobeni dvou reprezentanti x,y modulo N pii vyuziti
Montgomeryho reprezentace se pouziji nésledujici vzorce:

q¢=(zy mod R)N' mod R;
a=(x+qN)/R;
if a > N then a =a —n;

return a

Musime sice tedy vyuzit vicekrat algoritmus pro vynasobeni dvou ¢isel, na dru-
hou stranu potfebujeme délit a modulit pouze ¢islem R. To je typicky voleno
jako dostatecné velkd mocnina 2 a déleni i modulo se provedou bitovymi posuny.
Srozumitelny popis lze najit v ¢lanku [6].

4 OpenCL

OpenCL je otevieny standard pro paralelni programovani heterogennich poci-
taCovych systémi a obsahuje t¥i hlavni ¢ésti: abstraktni modely urcujici poza-
dované vlastnosti a chovani zatizeni OpenCL, OpenCL framework a specifikaci
programovaciho jazyka OpenCL C. Pro svoji abstraktnost a kompabilitu se za-
¢ind tésit stale vétsi oblibé a proto byl vybran k implementaci ECM.
Programovani v OpenCL je rozdéleno na dvé ¢asti, z nichz jedna je spousténa
v ramci hostitelského systému a druhd na OpenCL zafizeni, kterym hostitelsky
systém disponuje, typicky na grafické karté. Zdrojovy kéd pro OpenCL zafizeni
je psan v jazyce OpenCL C, ktery je postaven na normé C99 jazyka C. Oproti



C99 obsahuje néktera rozsifeni, jako napiiklad kvalifikatory adresniho prostoru,
vektorové datové typy nebo kernelové funkce, ale také néktera omezeni jako
napfiiklad zékaz rekurzivniho volani funkci ¢i nedostupnost valné vétsiny hlavic-
kovych soubort standardni knihovny jazyka C.

5 Program

Pro vytvoreni programu vyuzijte pfilozeny makefile. Kromé standardnich kniho-
ven (iostream, string, fstream, cmath), jsou potieba také knihovny GMP
a OpenCL.

5.1 Soubory

Deklarace v8ech funkci ti¥idy ECM 1i s jejich popisem jsou v souboru ECM.h,
jejich definice jsou ovSem rozdéleny do vice soubora.

ECM. cpp obsahuje definice funkci, které tvoii hlavni kostru algoritmu.

ECM_setup. cpp obsahuje funkce pro pfedani parametra ECM a funkeci, ktera
zajistuje nastaveni OpenCL.

ECM_helpers.cpp obsahuje pomocné funkce, jako napiiklad pfevod do a z
Montgomeryho tvaru, pfevod na typ my_mpz nebo generovani prvocisel.

ECM_kernels.cl je soubor se zdrojovym koédem kernelu, obsahuje cely algo-
ritmus ECM.

ECM_parameters.cpp obsahuje samostatnou tiidu ECM_parameters, ktera
se stard o nacteni parametri z piikazové fadky, jsou-li zadéany.

5.2 Vypocet

Program je rozdélen do dvou ¢asti; prvni, pfipravna a zavérecnd, ¢ast probiha
na procesoru, zatimco druhé, vypocetni ¢ast na OpenCL zaiizeni.

Pfi spusténi programu se nejprve pomoci tiidy ECMparameters nac¢tou za-
dané parametry, pokud byly zadany, v opa¢ném piipadné je o né zazadéno po
spusténi programu. Nasledné se predaji tiidé ECM. Ta nejprve provede vSe ne-
zbytné pro OpenCL - najde platformy a piislusna zafizeni, vytvoii kontext, p¥i-
kazovou frontu a pielozi kernel pro vybrané zafizeni. Pokud je na dané platformé
vice dostupnych OpenCL zafizeni, musi zvolit uzivatel, které se ma pouzit.

Nésledné jsou provedeny piedvypocty pro ECM - vygeneruji se vSechna pr-
vocéisla do dané meze B1, najde se parametr R pro Montgomeryho reprezentaci
¢isel, vygeneruji se parametry kiivek a body a prevedou se do Montgomeryho re-
prezentace. SpoCita se a pievede také N’ pro Montgomeryho néasobeni. Vsechny
tyto hodnoty jsou pak na¢teny do OpenCL buffera, které jsou zkopirovany na
OpenCL zafizeni a je spustén kernel.

Na OpenCL zafizeni se pak vykoné kod kernelu, tedy pouze samotné s¢itani
bodu na kiivce. V kazdém vlakné se provadi totozny vypocet, jen na jiné kiivce.
Vystup kernelu je pouze x-ova soufadnice vysledného bodu z kazdého vlakna.

Ta je pfedana zpatky ti¥idé ECM, ktera ji prevede zpét na typ mpz a pomoci
knihovny GMP spocte nejvétsi spoleény délitel se zadanym ¢islem N. Pokud je
vysledek netrivialni, vypiSe nalezeného délitele.



5.3 Parametry

Program lze spustit bez parametri, zepté se poté na potiebné idaje po spusténi,
nebo lze udaje zadat pomoci parametra. I pfi spusténi programu s parametry
je ale potieba, aby uzivatel zvolil, jaké z dostupnych OpenCL zafizeni se mé ke
spusténi pouzit, pokud jich je na dané platformé vice.

Parametry programu jsou:

-n cdislo_pro_faktorizaci [-b1 mez_b1] [-c pocet_ krivek]

Program se pokusi najit délitele ¢isla n.

-n ¢islo_pro_ faktorizaci Cislo pro faktorizaci zadané bez mezer

-b1 mez b1 mez pro prvni fazi algoritmu; implicitné 10000

-c pocet_krivek pocet kiivek, které se maji vygenerovat a pouzit pro algo-
ritmus; implicitné 100

Parametry pro faktorizaci vice Cisel:
-muln pocet_ ¢isel éisla_pro_faktorizaci [-b1 mez_ bl1] [-c pocet_ kiivek]

Program se pokusi postupné najit délitele vSech zadanych ¢isel. Mez B1 i pocet
kiivek je stejny pro vSechna disla.

-muln pocet_éisel ¢éisla_pro_faktorizaci zadejte pocet Cisel pro faktorizaci
a postupné vSechna ¢isla oddélend mezerami

Vzorové vstupy jsou v souborech vstupX.txt, X € {1...4}.
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