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1 Úvod

ECM neboli metoda eliptických k°ivek je v sou£asnosti asymptoticky nejrychlej²í
faktoriza£ní algoritmus, jehoº sloºitost závisí na velikosti hledaného d¥litele. Je
to také nejlep²í algoritmus pro faktorizace, které jsou pot°eba pro b¥h £íselného
síta, i z toho d·vodu je snaha tento algoritmus stále zdokonalovat.

V této implementaci jsou vyuºity Edwardsovy k°ivky, na nichº m·ºeme s£ítat
body rychleji. Jednou z výhod ECM proti Pollardov¥ p-1 metod¥ je také to, ºe se
£íslo m·ºeme pokusit faktorizovat na více r·zných k°ivkách, jejichº grupy budou
mít r·zné (náhodné) °ády. To p°edur£uje tuto metodu k paralelizaci výpo£t·,
která je zde implementována pomocí standardu OpenCL.

V následujícím textu N zna£í £íslo, které chceme faktorizovat.

2 ECM

Algoritmus pro faktorizaci pomocí eliptických k°ivek byl poprvé zmín¥n H. W.
Lenstrou v £lánku [3] roku 1987. Jedná se v podstat¥ o Pollardovu (p-1)-metodu,
ve které je multiplikativní grupa nahrazena aditivní grupou bod· na eliptické
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k°ivce. Výhoda této metody spo£ívá v tom, ºe pro faktorizaci jednoho N , m·-
ºeme vyuºít více k°ivek s r·znými °ády a máme tudíº v¥t²í pravd¥podobnost
nalézt d¥litele.

Roku 2007 p°edstavil Edwards v £lánku [1] k°ivky, nyní nazývané Edward-
sovy, které jsou s eliptickými v jistém smyslu ekvivalentní a zárove¬ umoº¬ují
implementovat s£ítání bod· rychleji. Sou£asné nejrychlej²í implementace tedy
vyuºívají práv¥ Edwardsovy k°ivky, viz [2].

2.1 Edwardsovy k°ivky

Rovnice Edwardsovy k°ivky nad t¥lesem F charakteristiky r·zné od dvou je

x2 + y2 = 1 + dx2y2, d ∈ F \ {0, 1}.

V £láncích se objevuje 5 zp·sob·, jak z p°edpisu k°ivky získat body, vý-
sledkem je a�nní, projektivní, invertovaná, roz²í°ená nebo kompletní mnoºina
bod·. Pro kaºdou z nich platí jiné vzore£ky a tedy jiné výhody, nevýhody a
po£et pot°ebných násobení. Stru£n¥ zpracovaný p°ehled naleznete v £lánku [2].

Nejp°ím¥j²í metoda je vytvo°it mnoºinu a�nních bod·:

{(x, y) ∈ F× F : x2 + y2 = 1 + dx2y2}.

V takovém p°ípad¥ je bod (0, 1) neutrální prvek vzhledem ke s£ítání a opa£ný
prvek k bodu (x, y) je (−x, y). Vzore£ek pro se£tení dvou r·zných bod· i zdvoj-
násobení bodu je stejný a pokud d není £tverec v F, je tento vzore£ek úplný
(de�novaný v kaºdém bod¥).

Výhodn¥j²í pro implementaci je ale roz²í°ená mnoºina bod·:

{(X : Y : Z : T ) ∈ P3 : X2 + Y 2 = Z2 + dT 2 a XY = ZT}.

A�nní body se zobrazí na body P3 následujícím p°edpisem: (x, y)→ (x : y : 1 :
xy) a p°ibudou £ty°i body v nekone£nu, pokud d je £tverec: (0 : ±

√
d : 0 : 1) a

(1 : 0 : 0 : ±
√
1/d). V £lánku [5] pak byly odvozeny vzore£ky pro se£tení bod·

(X1 : Y 1 : Z1 : T1) a (X2 : Y 2 : Z2 : T2), které vyºadují 9 násobení:

A = X1 ∗X2, B = Y 1 ∗ Y 2, C = Z1 ∗ T2, D = T1 ∗ Z2

E = D + C, F = (X1− Y 1) ∗ (X2 + Y 2) +B −A, G = B +A, H = D − C

X3 = E ∗ F, Y 3 = G ∗H, T3 = E ∗H, Z3 = F ∗G.

2.2 Algoritmus

Samotný algoritmus je v principu velmi jednoduchý. P°edpokládejme, ºe N =
p ∗ q a vygenerujme k°ivku E a bod P nad Zp. Budeme s£ítat bod P sám se
sebou a doufat, ºe narazíme na neutrální prvek, tedy na bod (0, 1). Problém
je, ºe p je námi hledané prvo£íslo, které neznáme. Budeme tedy ve skute£nosti
po£ítat modulo N , v jakési nadbyte£né reprezentaci £ísel modulo p. Víme, ºe
pokud výsledkem sou£tu je neutrální prvek, jeho x-ová sou°adnice je rovna 0
modulo p a tedy p|NSD(N, x).

Rozklad £ísla N na jedné k°ivce pak probíhá následovn¥:

1. Vygenerujeme náhodnou k°ivku nad Z/NZ tvaru x2 + y2 = 1 + dx2y2 a
netriviální bod P leºící na této k°ivce.
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2. Spo£teme Q = [e]P = P ⊕ · · · ⊕ P︸ ︷︷ ︸
e-krát

, kde e je sou£in malých prvo£ísel. Tento

sou£et po£ítáme postupn¥ ve for-cyklu, tak, ºe v i-té iteraci spo£teme
P := [pi]P .

3. Spo£teme NSD(Qx, N), kde Qx je x-ová sou°adnice výsledného bodu Q.

3 Aritmetika

Vzhledem k tomu, ºe celý faktoriza£ní algoritmus probíhá na gra�cké kart¥ a
je psán v jazyce OpenCL C, bylo pot°eba implementovat i základní aritmetiku
velkých £ísel. Velké £íslo je uloºeno v poli délky 8 jehoº prvky jsou unsigned

integer a není brán ohled na znaménko - £íslo se vºdy reprezentuje jako kladné.
Tato struktura je v hostitelském kódu pojmenována my_mpz a v kódu kernelu
mpz. Pro základní operace jsou, vzhledem k velikosti £ísel, pouºity ²kolské algo-
ritmy.

3.1 Montgomeryho reprezentace

�asov¥ náro£né je ov²em po£ítání sou°adnic bod· modulo N . Výrazného zrych-
lení se dosáhne pouºitím Montgomeryho reprezentace [4]. Stru£n¥ °e£eno, je
kaºdé x mod N je reprezentováno hodnotou x′ = Rx mod N , kde R > N
je námi pevn¥ zvolené £íslo nesoud¥lné s N . Protoºe jsou R a N nesoud¥lná,
existují £ísla R−1 a N ′: RR−1 −NN ′ = 1

Algoritmus s£ítání se nijak nem¥ní, se£tu-li dva reprezentanty, dostanu repre-
zentanta sou£tu. Pro vynásobení dvou reprezentant· x, y modulo N p°i vyuºití
Montgomeryho reprezentace se pouºijí následující vzorce:

q = (xy mod R)N ′ mod R;

a = (x+ qN)/R;

if a > N then a = a− n;

return a

Musíme sice tedy vyuºít vícekrát algoritmus pro vynásobení dvou £ísel, na dru-
hou stranu pot°ebujeme d¥lit a modulit pouze £íslem R. To je typicky voleno
jako dostate£n¥ velká mocnina 2 a d¥lení i modulo se provedou bitovými posuny.
Srozumitelný popis lze najít v £lánku [6].

4 OpenCL

OpenCL je otev°ený standard pro paralelní programování heterogenních po£í-
ta£ových systém· a obsahuje t°i hlavní £ásti: abstraktní modely ur£ující poºa-
dované vlastnosti a chování za°ízení OpenCL, OpenCL framework a speci�kaci
programovacího jazyka OpenCL C. Pro svoji abstraktnost a kompabilitu se za-
£íná t¥²it stále v¥t²í oblib¥ a proto byl vybrán k implementaci ECM.

Programování v OpenCL je rozd¥leno na dv¥ £ásti, z nichº jedna je spou²t¥na
v rámci hostitelského systému a druhá na OpenCL za°ízení, kterým hostitelský
systém disponuje, typicky na gra�cké kart¥. Zdrojový kód pro OpenCL za°ízení
je psán v jazyce OpenCL C, který je postaven na norm¥ C99 jazyka C. Oproti
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C99 obsahuje n¥která roz²í°ení, jako nap°íklad kvali�kátory adresního prostoru,
vektorové datové typy nebo kernelové funkce, ale také n¥která omezení jako
nap°íklad zákaz rekurzivního volání funkcí £i nedostupnost valné v¥t²iny hlavi£-
kových soubor· standardní knihovny jazyka C.

5 Program

Pro vytvo°ení programu vyuºijte p°iloºený make�le. Krom¥ standardních kniho-
ven (iostream, string, fstream, cmath), jsou pot°eba také knihovny GMP
a OpenCL.

5.1 Soubory

Deklarace v²ech funkcí t°ídy ECM i s jejich popisem jsou v souboru ECM.h,
jejich de�nice jsou ov²em rozd¥leny do více soubor·.

ECM.cpp obsahuje de�nice funkcí, které tvo°í hlavní kostru algoritmu.
ECM_setup.cpp obsahuje funkce pro p°edání parametr· ECM a funkci, která

zaji²´uje nastavení OpenCL.
ECM_helpers.cpp obsahuje pomocné funkce, jako nap°íklad p°evod do a z

Montgomeryho tvaru, p°evod na typ my_mpz nebo generování prvo£ísel.
ECM_kernels.cl je soubor se zdrojovým kódem kernelu, obsahuje celý algo-

ritmus ECM.
ECM_parameters.cpp obsahuje samostatnou t°ídu ECM_parameters, která

se stará o na£tení parametr· z p°íkazové °ádky, jsou-li zadány.

5.2 Výpo£et

Program je rozd¥len do dvou £ástí; první, p°ípravná a záv¥re£ná, £ást probíhá
na procesoru, zatímco druhá, výpo£etní £ást na OpenCL za°ízení.

P°i spu²t¥ní programu se nejprve pomocí t°ídy ECMparameters na£tou za-
dané parametry, pokud byly zadány, v opa£ném p°ípadn¥ je o n¥ zaºádáno po
spu²t¥ní programu. Následn¥ se p°edají t°íd¥ ECM. Ta nejprve provede v²e ne-
zbytné pro OpenCL - najde platformy a p°íslu²ná za°ízení, vytvo°í kontext, p°í-
kazovou frontu a p°eloºí kernel pro vybrané za°ízení. Pokud je na dané platform¥
více dostupných OpenCL za°ízení, musí zvolit uºivatel, které se má pouºít.

Následn¥ jsou provedeny p°edvýpo£ty pro ECM - vygenerují se v²echna pr-
vo£ísla do dané meze B1, najde se parametr R pro Montgomeryho reprezentaci
£ísel, vygenerují se parametry k°ivek a body a p°evedou se do Montgomeryho re-
prezentace. Spo£ítá se a p°evede také N ′ pro Montgomeryho násobení. V²echny
tyto hodnoty jsou pak na£teny do OpenCL bu�er·, které jsou zkopírovány na
OpenCL za°ízení a je spu²t¥n kernel.

Na OpenCL za°ízení se pak vykoná kód kernelu, tedy pouze samotné s£ítání
bodu na k°ivce. V kaºdém vlákn¥ se provádí totoºný výpo£et, jen na jiné k°ivce.
Výstup kernelu je pouze x-ová sou°adnice výsledného bodu z kaºdého vlákna.

Ta je p°edána zpátky t°íd¥ ECM, která ji p°evede zp¥t na typ mpz a pomocí
knihovny GMP spo£te nejv¥t²í spole£ný d¥litel se zadaným £íslem N . Pokud je
výsledek netriviální, vypí²e nalezeného d¥litele.
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5.3 Parametry

Program lze spustit bez parametr·, zeptá se poté na pot°ebné údaje po spu²t¥ní,
nebo lze údaje zadat pomocí parametr·. I p°i spu²t¥ní programu s parametry
je ale pot°eba, aby uºivatel zvolil, jaké z dostupných OpenCL za°ízení se má ke
spu²t¥ní pouºít, pokud jich je na dané platform¥ více.

Parametry programu jsou:

-n £íslo_pro_faktorizaci [-b1 mez_b1 ] [-c po£et_k°ivek ]

Program se pokusí najít d¥litele £ísla n.
-n £íslo_pro_faktorizaci £íslo pro faktorizaci zadané bez mezer
-b1 mez_b1 mez pro první fázi algoritmu; implicitn¥ 10000
-c po£et_k°ivek po£et k°ivek, které se mají vygenerovat a pouºít pro algo-

ritmus; implicitn¥ 100

Parametry pro faktorizaci více £ísel:

-muln po£et_£ísel £ísla_pro_faktorizaci [-b1 mez_b1 ] [-c po£et_k°ivek ]

Program se pokusí postupn¥ najít d¥litele v²ech zadaných £ísel. Mez B1 i po£et
k°ivek je stejný pro v²echna £ísla.

-muln po£et_£ísel £ísla_pro_faktorizaci zadejte po£et £ísel pro faktorizaci
a postupn¥ v²echna £ísla odd¥lená mezerami

Vzorové vstupy jsou v souborech vstupX.txt, X ∈ {1 . . . 4}.
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