
Analýza pro studenty Uèitelství, LS druhého roèníku { pøíklady kprovièení, 4. sérieKøivkový a plo¹ný integrál.1. V následujííh úloháh vypoètìte délku zadané køivky resp. køivkový integrál prvního druhu.1. Délka kru¾nie o polomìru R, tj. f(x; y);x2 + y2 = R2g.2. Délka èásti ¹roubovie o þpolomìruÿ R: '(t) = (R os t; R sin t; t); t 2 (a; b).3. Délka základního úseku ykloidy, tj. '(t) = (a(t� sin t); a(1� os t)); t 2 (0; 2�).4. R'p1 + x2 + y2ds pøes spirálu '(t) = (t os t; t sin t); t 2 (0; a).5. R' 1px2+y2 ds pøes úsek hyperboly xy = 1 z bodu [12 ; 2℄ do bodu [2; 12 ℄.2. V následujííh úloháh vypoètìte zadaný køivkový integrál druhého druhu.1. R'(x2 + y2)dx + (x2 � y2)dy pøes køivku y = 1 � j1 � xj; x 2 (0; 2); orientovanou od bodu [0; 0℄do bodu [2; 0℄.2. R' ydx+zdy+xdz pøes úsek ¹roubovie ' = (a os t; a sin t; bt); t 2 (0; 2�) s orientaí danou toutoparametrizaí.3. R' xdy + ydx, kde ' je úseèka z bodu [�1; 2℄ do bodu [2; 3℄ (tím je dána i orientae). Tuté¾úlohu spoètìte pomoí vìty o poteniálu, tj. najdìte funki U(x; y) takovou, ¾e Ux = y; Uy = xa hledaný výsledek najdìte jako rozdíl jejíh hodnot v danýh bodeh.4. R'�x2ydx+ xy2dy pøes kru¾nii x2 + y2 = a2. Zkuste poèítat pøímo i pomoí Greenovy vìty, tj.�F2�x � �F1�y integraí pøes pøíslu¹ný kruh.3. V následujííh úloháh vypoètìte plo¹ný obsah zadané plohy resp. plo¹ný integrál 1. druhu.1. Obsah sféry o polomìru R, tj. f(x; y; z) 2 R3;x2 + y2 + z2 = R2g.2. Obsah kruhového paraboloidu M := f(x; y; z) 2 R3; z = x2 + y2; z � 1g:3. Obsah toru, jeho¾ hlavní støedová kru¾nie má polomìr a a kru¾nie, která podél ní rotuje, mápolomìr b.4. RS2 x2 + y2dS pøes jednotkovou sféru S2 = f(x; y; z) 2 R3;x2 + y2 + z2 = 1g:5. RM z2dS pøes ku¾elovou plohuM = f(x; y; z) 2 R3;x2 + y2 = z2; z 2 (0; r)g:1



4. Plo¹ný integrál 2. druhu, Gaussova-Ostrogradského a Stokesova vìta.1. Spoètìte RM xdydz+ ydzdx+ zdxdy, kde M je sféra o polomìru a se støedem v poèátku oriento-vaná kladnì vzhledem k pøíslu¹né kouli, dvìma rùznými zpùsoby: jednak podle de�nie plo¹néhointegrálu, jednak pomoí Gaussovy-Ostrogradského vìty, tj. integraí funke div ~F pøes eloukouli.2. Buï M ¹roubová ploha v R3 zadaná parametrizaí �(r; ') = (r os'; r sin';'); ' 2 (0; 2�); r 2(0; R); R > 0; orientovaná pomoí normály, její¾ z-slo¾ka je v ka¾dém bodì kladná. SpoèítejteRM dxdy.3. Je dán jednodílný hyperboloidM = f(x; y; z) 2 R3;x2+y2 = z2+1; jzj � 1g, orientovaný pomoívnìj¹í normály. Spoètìte dvìma rùznými zpùsoby I = RM zdxdy�xdydz, tj. jednak podle de�nieplo¹ného integrálu (zde je nutno pou¾ít parametrizai �(s; t) = (osh s os t; osh s sin t; sinh s); t 2(0; 2�); s 2 (�; ), kde sinh  = 1) a jednak pomoí Stokesovy vìty (I = R�M ~Gd~S; kde �M jetvoøen dvìma kru¾niemi a ~G je vektorová funke splòujíí rot~G = ~F = (�x; 0; z)).Výsledky:1. 2�R;pR2 + 1(b� a); 8a; a+ a33 ; ln 2� ln 122. 43 ;��a2; 8; �a423. 4�R3; �=6(p125� 1); 4�2ab; 8�3 ; p2�r424. 43�a3; �R2; 4�
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