
Analýza pro studenty Uèitelství, LS druhého roèníku { pøíklady kpro
vièení, 3. sérieFubiniho vìta, vìta o substitu
i v dimenzi 3. Stati
ké momenty a tì¾i¹tì.V¹ude v zadání jsou a; b; 
; d kladná reálná èísla.1. V následují
í
h úlohá
h vypoètìte objem zadaného tìlesa.1. Ètyøstìn zadaný vr
holy (0; 0; 0); (a; 0; 0); (0; b; 0); (0; 0; 
).2. Koule o polomìru R, tj. tìleso ohranièené plo
hou o rovni
i x2 + y2 + z2 = R2.3. Elipsoid ohranièený plo
hou o rovni
i x2a2 + y2b2 + z2
2 = 1.4. Vále
 x2 + y2 � R2; z 2 (a; b).5. Ku¾el x2 + y2 � z2; z 2 (0; b).6. Vivianiho tìleso, tj. prùnik vál
e (x�R)2 + y2 � R2 s koulí x2 + y2 + z2 � 4R2.7. f(x; y; z); (x2 + y2 + z2)2 � 8(x2 + y2 � z2)g.8. Paraboloid vzniklý rota
í úseèe paraboly y2 � 2
x; x 2 (0; a) okolo osy x.2. V následují
í
h úlohá
h vypoètìte objem tìlesa ohranièeného zadanými plo
hami.1. Tìleso ohranièené plo
hami z = 1 + x+ y; z = 0; x+ y = 1; x = 0; y = 0.2. Tìleso ohranièené plo
hami z = x2 + y2; y = x2; y = 1; z = 0.3. Tìleso ohranièené plo
hami z = xy; z = 0; x+ y + z = 1.4. Tìleso ohranièené plo
hami x2 + y2 = z; x2 + y2 = x; x2 + y2 = 2x; z = 0.5. Tìleso ohranièené plo
hami x2+y2 = z2�1; x2+y2 = 1. (První uvedená plo
ha je tzv. dvoudílnýhyperboloid, ohranièuje tìleso shora i zdola.)6. Tìleso ohranièené plo
hami x2 + y2 = z2 + 1; z = d; z = �d. (Jedná se o tzv. jednodílný hy-perboloid, jeho¾ tvar znáte napø. jako 
hladi
í vì¾ elektrárny. Vhodná parametriza
e je x =r 
osh� 
os�; y = r 
osh� sin�; z = sinh�; r 2 (0; 1); � 2 (0; 2�); � 2 (�
; 
); kde d = sinh 
.3. Najdìte souøadni
e tì¾i¹tì hmotné desky (s konstantní hustotou) ohranièené danými køivkami.1. ay = x2; x+ y = 2a.2. px+py = pa; x = 0; y = 0.3. x2=3 + y2=3 = z2=3; x = 0; y = 0.4. (x=a+ y=b)3 = xy=
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5. (x2 + y2)2 = 2a2xy; x = 0; y = 0.4. Najdìte souøadni
e tì¾i¹tì zadaného tìlesa M (není-li uvedeno jinak, je hustota konstantní).1. M je kry
hle (0; a)� (0; b)� (0; 
), hustota %(x; y; z) = xy2z3.2. M je èást rotaèního paraboloidu: M = f(x; y; z);x2 + y2 � 2z � 2
g.3. M je èást rotaèního ku¾ele M = f(x; y; z);x2 + y2 � 14z2; 0 � z � 
g, hustota %(x; y; z) = z.4. M je èást koule ohranièená plo
hami x2 + y2 + z2 = 1; x = 0; y = 0; z = 0.5. M je èást paraboloidu ohranièená plo
hami x2 + y2 = 2z; x+ y = z.Výsledky:1. ab
6 ; 43�R2; 43�ab
; �R2(b� a); �3 b3; 169 (3� � 4)R3; 4�2; �a2
2. 56 ; 88105 ; 1712 � ln 4; 4332�; 43�(2p2� 1); 2�(d+ d33 )3. [�a2 ; 8a5 ℄; [a5 ; a5 ℄; [ 256a315� ; 256a315� ℄; [a2b14
 ; a2b14
 ℄; [�a8 ; �a8 ℄4. [23a; 34b; 45
℄; [0; 0; 23
℄; [0; 0; 45
℄; [38 ; 38 ; 38 ℄; [1; 1; 53 ℄
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