Analyza pro studenty Ucitelstvi, LS druhého ro¢niku — priklady k
procvicéeni, 2. série

Fubiniho véta, véta o substituci v dimenzi 2

V nasledujicich prikladech je vzdy treba vypocitat hodnotu daného integralu z dané funkce pres danou
mnozinu A, pfipadné uréit miru dané mnoziny A, tj. pocitat integral z funkce konstantné rovné 1.
Vsechny piiklady jsou zadéany tak, Zze neni zasadni problém ,ve funkci“, nybrz ,v mnoziné“ tj. je tfeba
si nejprve mnozinu nakreslit a zvéazit, zda lze pouzit pfimo Fubiniho véta, a pokud ano (zejména jedna-
li se 0 obdélnik ¢ trojuhelnik se zdkladnami rovnobéznymi se soufadnymi osami), tak v jakém poradi
proménnych se bude integrovat. Pokud F.v. nelze pouzit, nebo vede na pfilis slozité vypocty, ptijde
vhod nékterd substituce. Na substituci se bud da snadno pfijit nebo se jednd o nékterou standardni
substituci — viz nize.

Vsechny obory integrace budou zadévéany jako oteviené (pfipadné koncové body nemaji na hodnotu
integralu vliv, ale mohou délat formalni problémy pfti substitucich (¢ musi byt prostd)).

Oznaceni: (a,b) X (¢, d) znamena sou¢in (otevienych) intervalt, tj. obdélnik

{(z.y) € Rz € (a,b),y € (c.d)},

(proménné jsou vzdy uvaddény v abecednim pofadi z,y, z). Déle (a,b)®> = (a,b) x (a,b). Obdobné ve
vysSich dimenzich. Déle oznac¢ime

Kg(s,1) = {(z,y) € R* (z — )" + (y — 1)* < R’}
kruh o stiedu (s,t) a poloméru R.
1. Integraly z funkci pres obdélniky.

1. [42%y + zyidady, A =(0,1)

[\V)

. Jyx¥dady, A =(0,1)2

- Jaysin(zy)dedy, A= (0,\/7)°
4. [ysin(x +y) + cos(z — y)dzdy, A= (0,7/2)

w

5. 4l +y)In(l+z+y)dedy, A=(-1,1)x(0,1)
6. [,zyln(z? +y*)dzdy, A=(0,1)

T [y iy, A=RZ

8. [y1idt;, A=RZ

2. Integraly z funkci pfes mnozinu A, kde A je trojuhelnik, resp. ¢tyfiihelnik se zadanymi vrcholy.

1. [ sin(x + y)dzdy, vrcholy (0,7/2),(0,—n/2),(n/2,0)

2. [4xe® ¥dzdy, vrcholy (0,1),(—1,0),(1,0)



3. fA Qf2y2d$dy, VI'ChOly (07 1) (07 _1)7 (270)7 (_270)
4. [ya* —y*dady, vrcholy (0,1),(0,-1),(1,0),(-2,0)

5. [4€"¥dxdy, vrcholy (0,1),(0,-1),(1,0),(—1,0)
3. Integraly z funkci pres mnozinu A, kde A je zadand predpisem.

1 [, mfﬁ‘;ya,aeR A=K(0,0)

2. [4(@*+y*)In(z* +y?), A=K(0,0)
3. J4 :L'ye*'TLyQ, A= Kq(0,0)N K{(=1,0) N {(z,y) € R,y > 0}

4 [ i A=FK1(0,0)n Ky(1,0) N {(z,y) € R?,y > 0}

4. Vypoctéte plosny obsah mnoziny A, kde A je zadana pfedpisem.
1. A= Kg(0,0)

2. A= K(0,0)n K(1,0)

3. A={(n,y) e R: 2" +y* < 22 + ¢}

Vysledky:

1.1/4;In2;/m;4;1/2+3/2In2;1/2In2 — 3/8; 7/4; + ¢

2. l;e/4—5/4e;8/45;1;e —1/e

3. "~ proa <1, +oc proa > 1; —n/4; (3 — 2e)/16e;11/24

4. TR?;:21/3 — /3/4; 72



