
Analýza pro studenty Uèitelství, LS druhého roèníku { pøíklady kpro
vièení, 2. sérieFubiniho vìta, vìta o substitu
i v dimenzi 2V následují
í
h pøíklade
h je v¾dy tøeba vypoèítat hodnotu daného integrálu z dané funk
e pøes danoumno¾inu A, pøípadnì urèit míru dané mno¾iny A, tj. poèítat integrál z funk
e konstantnì rovné 1.V¹e
hny pøíklady jsou zadány tak, ¾e není zásadní problém þve funk
iÿ, nýbr¾ þv mno¾inìÿ { tj. je tøebasi nejprve mno¾inu nakreslit a zvá¾it, zda lze pou¾ít pøímo Fubiniho vìta, a pokud ano (zejména jedná-li se o obdélník èi trojúhelník se základnami rovnobì¾nými se souøadnými osami), tak v jakém poøadípromìnný
h se bude integrovat. Pokud F.v. nelze pou¾ít, nebo vede na pøíli¹ slo¾ité výpoèty, pøijdevhod nìkterá substitu
e. Na substitu
i se buï dá snadno pøijít nebo se jedná o nìkterou standardnísubstitu
i { viz ní¾e.V¹e
hny obory integra
e budou zadávány jako otevøené (pøípadné kon
ové body nemají na hodnotuintegrálu vliv, ale mohou dìlat formální problémy pøi substitu
í
h (' musí být prostá)).Oznaèení: (a; b)� (
; d) znamená souèin (otevøený
h) intervalù, tj. obdélníkf(x; y) 2 R2; x 2 (a; b); y 2 (
; d)g;(promìnné jsou v¾dy uvádìny v abe
edním poøadí x; y; z). Dále (a; b)2 = (a; b) � (a; b). Obdobnì vevy¹¹í
h dimenzí
h. Dále oznaèímeKR(s; t) = f(x; y) 2 R2; (x� s)2 + (y � t)2 < R2gkruh o støedu (s; t) a polomìru R.1. Integrály z funk
í pøes obdélníky.1. RA x3y + xy3dxdy; A = (0; 1)22. RA xydxdy; A = (0; 1)23. RA y sin(xy)dxdy; A = (0;p�)24. RA sin(x+ y) + 
os(x� y)dxdy; A = (0; �=2)25. RA(x+ y) ln(1 + x+ y)dxdy; A = (�1; 1)� (0; 1)6. RA xy ln(x2 + y2)dxdy; A = (0; 1)27. RA dxdy(1+x2+y2)2 ; A = R2+8. RA dxdy1+x2y2 ; A = R2+2. Integrály z funk
í pøes mno¾inu A, kde A je trojúhelník, resp. ètyøúhelník se zadanými vr
holy.1. RA sin(x+ y)dxdy; vr
holy (0; �=2); (0;��=2); (�=2; 0)2. RA xex+ydxdy; vr
holy (0; 1); (�1; 0); (1; 0)1



3. RA x2y2dxdy; vr
holy (0; 1); (0;�1); (2; 0); (�2; 0)4. RA x2 � y2dxdy; vr
holy (0; 1); (0;�1); (1; 0); (�2; 0)5. RA ex�ydxdy; vr
holy (0; 1); (0;�1); (1; 0); (�1; 0)3. Integrály z funk
í pøes mno¾inu A, kde A je zadaná pøedpisem.1. RA dxdy(x2+y2)a ; a 2 R; A = K1(0; 0)2. RA(x2 + y2) ln(x2 + y2); A = K1(0; 0)3. RA xye�x2�y2 ; A = K1(0; 0) \K1(�1; 0) \ f(x; y) 2 R2; y > 0g4. RA xy(x2+y2)3=2 ; A = K1(0; 0) \K1(1; 0) \ f(x; y) 2 R2; y > 0g4. Vypoètìte plo¹ný obsah mno¾iny A, kde A je zadaná pøedpisem.1. A = KR(0; 0)2. A = K1(0; 0) \K1(1; 0)3. A = f(x; y) 2 R2;x4 + y4 < x2 + y2gVýsledky:1. 1=4; ln 2;p�; 4; 1=2 + 3=2 ln 2; 1=2 ln 2� 3=8;�=4;+12. 1; e=4� 5=4e; 8=45; 1; e� 1=e3. �1�a pro a < 1, +1 pro a � 1; ��=4; (3� 2e)=16e; 11=244. �R2; 2�=3�p3=4;�p2
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