
Von Neumannova analýza stability numerických schémat

pro Cauchyovy úlohy

V teorii parciálńıch diferenciálńıch rovnic hraje d̊uležitou roli Fourierova transformace.
Pro funkci u ∈ L1(R) definujeme Fourierovu transformaci û vztahem

(1) û(ξ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

u(x) e−ix ξ dx , ξ ∈ R .

Za určitých předpoklad̊u pak plat́ı

(2) u(x) =
1√
2 π

∫ ∞
−∞

û(ξ) eix ξ dξ

a je splněna Parsevalova rovnost

(3) ‖u‖L2(R) = ‖û‖L2(R) .

Pravá strana vztahu (2) je inverzńı Fourierova transformace. Vztah (2) vyjadřuje funkci
u jako superpozici vln daných funkcemi eix ξ s r̊uznými amplitudami û(ξ). Funkce û
představuje alternativńı reprezentaci funkce u a může být komplexńı, i když je funkce u
reálná.

Podobně jako výše lze postupovat též v diskrétńım př́ıpadě. Bud’ l ∈ R a označme

ϕj(ξ) =
1√
l
e−i (2π j/l) ξ , ξ ∈ R , j ∈ Z .

Pak pro libovolné reálné č́ıslo a tvoř́ı množina {ϕj}j∈Z úplný ortonormálńı systém v pros-
toru L2(a, a + l). Je-li dána posloupnost U = {Uj}j∈Z splňuj́ıćı

∑
j∈Z |Uj|2 < ∞, pak

řada
∑

j∈Z Uj ϕj konverguje v prostoru L2(a, a+ l) k funkci Ũ a plat́ı Uj =
∫ a+l
a

Ũ ϕj dξ.

Nav́ıc je splněna Parsevalova rovnost
∑

j∈Z |Uj|2 = ‖Ũ‖2L2(a,a+l). Předpokládejme nyńı,

že hodnoty Uj představuj́ı hodnoty śıt’ové funkce v uzlech xj = j h. Zvolme a = −l/2,

l = 2π/h a definujme funkci Û ∈ L2(−π/h, π/h) vztahem

(4) Û(ξ) =
1√
2π

∞∑
j=−∞

hUj e
−ixj ξ

(tj. Û =
√
h Ũ). Pak

(5) Uj =
1√
2π

∫ π/h

−π/h
Û(ξ) eixj ξ dξ ∀ j ∈ Z .

Vztahy (4) a (5) jsou diskrétńımi analogiemi vztah̊u (1) a (2). Vztah (5) opět vyjadřuje
U jako superpozici vln. Označ́ıme-li

‖U‖2 =

√√√√ ∞∑
j=−∞

h |Uj|2
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diskrétńı analogii normy v prostoru L2(R), plat́ı podobně jako v (3) Parsevalova rovnost

(6) ‖U‖2 = ‖Û‖L2(−π/h,π/h) .

Uvažujme Cauchyovu úlohu naj́ıt funkci u = u(x, t) definovanou pro x ∈ R a t ≥ 0 a
splňuj́ıćı

(7) ut + Lu = 0 v R× R+ , u(x, 0) = u0(x) pro x ∈ R ,

kde u0 je zadaná počátečńı podmı́nka a L je lineárńı diferenciálńı operátor s konstantńımi
koeficienty obsahuj́ıćı pouze derivace podle x. Obecné jednokrokové schéma pro úlohu (7)
na stejnoměrné śıti s uzly xj = j h, j ∈ Z, má tvar

M∑
s=−M

αs U
n+1
j+s =

M∑
s=−M

βs U
n
j+s ∀ j ∈ Z , n ∈ N0 ,(8)

U0
j = u0(xj) ∀ j ∈ Z .(9)

Přirozené č́ıslo M záviśı na zp̊usobu aproximace derivaćı podle x v operátoru L. Zaṕı̌seme-
li Un = {Un

j }j∈Z ve tvaru (5) pomoćı Fourierovy transformace Ûn = Ûn(ξ) definované
vztahem (4), źıskáme dosazeńım do (8)∫ π/h

−π/h
eixj ξ

(
Ûn+1(ξ)

M∑
s=−M

αs e
i s h ξ − Ûn(ξ)

M∑
s=−M

βs e
i s h ξ

)
dξ = 0 ∀ j ∈ Z , n ∈ N0 .

Jelikož funkce {eixj ξ}j∈Z tvoř́ı úplný ortogonálńı systém v prostoru L2(−π/h, π/h), plat́ı

Ûn+1(ξ)
M∑

s=−M

αs e
i s h ξ = Ûn(ξ)

M∑
s=−M

βs e
i s h ξ ∀ n ∈ N0 .

Všimněme si, že tento vztah lze formálně źıskat tak, že diskrétńı řešeńı Un
j nahrad́ıme

v (8) výrazem Ûn(ξ) eixj ξ. Označ́ıme-li

λ(ξ) =

M∑
s=−M

βs e
i s h ξ

M∑
s=−M

αs e
i s h ξ

,

obdrž́ıme

(10) Ûn+1(ξ) = λ(ξ) Ûn(ξ) ∀ n ∈ N0 .

Tento vztah ukazuje, že provedeńı jednoho časového kroku schématu (8) je ekvivalentńı
přenásobeńı Fourierovy transformace diskrétńıho řešeńı amplifikačńım faktorem λ(ξ). Ve-

likost amplifikačńıho faktoru |λ(ξ)| představuje ześıleńı amplitudy Ûn(ξ) libovolné frek-
vence ξ při provedeńı jednoho časového kroku. Ze vztahu (10) źıskáme

(11) Ûn(ξ) = λ(ξ)n Û0(ξ) ∀ n ∈ N0 .
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Vid́ıme, že všechny informace o schématu jsou obsaženy v amplifikačńım faktoru. Mimo
jiné lze z amplifikačńıho faktoru snadno źıskat informace o stabilitě a přesnosti př́ıslušného
schématu. Fourierova transformace proto představuje standardńı metodu pro studium
vlastnost́ı diferenčńıch schémat.

Diferenčńı schémata jsou často pouze podmı́něně stabilńı, což znamená, že jsou sta-
bilńı, jen pokud prostorový krok h a časový krok τ splňuj́ı jistou podmı́nku. Množinu
Λ ⊂ R+×R+ takovou, že pro libovolnou dvojici (h, τ) ∈ Λ je př́ıslušná podmı́nka stability
splněna, nazveme oblast́ı stability diferenčńıho schématu. Vždy budeme předpokládat, že
množina Λ je omezená a že dvojice (0, 0) je jej́ım hromadným bodem. Stabilitu schématu
(8) lze definovat následuj́ıćım zp̊usobem.

Definice 1 Diferenčńı schéma (8) je stabilńı v oblasti stability Λ, pokud pro každý pevný
čas T > 0 existuje konstanta CT taková, že pro libovolnou počátečńı podmı́nku U0 plat́ı

‖Un‖2 ≤ CT ‖U0‖2 ∀ n ∈ N, (h, τ) ∈ Λ, nτ ≤ T .

Věta 1 Diferenčńı schéma (8) je stabilńı v oblasti stability Λ právě tehdy, když existuje
konstanta K nezávislá na ξ, h a τ taková, že

(12) |λ(ξ)| ≤ 1 +K τ ∀ ξ ∈ R , (h, τ) ∈ Λ .

Je-li funkce λ(ξ/h) na Λ nezávislá na h a τ , pak lze podmı́nku (12) nahradit podmı́nkou

(13) |λ(ξ)| ≤ 1 ∀ ξ ∈ R , (h, τ) ∈ Λ .

D̊ukaz. Z Parsevalovy rovnosti (6) a vztahu (11) plyne

(14) ‖Un‖2 = ‖λn Û0‖L2(−π/h,π/h) .

Poznamenejme, že λn zde znač́ı n–tou mocninu λ. Plat́ı-li (12), je pro n ≤ T/τ

‖Un‖2 ≤ (1 +K τ)n ‖Û0‖L2(−π/h,π/h) ≤ (1 +K τ)T/τ ‖U0‖2 ≤ eK T ‖U0‖2 ,

tj. schéma (8) je stabilńı v Λ. Předpokládejme nyńı, že (12) neplat́ı pro žádnou konstantu
K. Zvolme libovolné č́ıslo C > 0. Jelikož funkce λ záviśı na ξ spojitě a periodicky
s periodou 2 π/h, existuje (h, τ) ∈ Λ a interval (ξ1, ξ2) ⊂ (−π/h, π/h) tak, že |λ(ξ)| >
1 + C τ ∀ ξ ∈ (ξ1, ξ2). Necht’

Û0(ξ) =
1√

ξ2 − ξ1
pro ξ ∈ (ξ1, ξ2) a Û0(ξ) = 0 pro ξ 6∈ (ξ1, ξ2) .

Pak dle (6) a (14) je ‖U0‖2 = ‖Û0‖L2(−π/h,π/h) = 1 a

‖Un‖2 = ‖λn Û0‖L2(ξ1,ξ2)
> (1 + C τ)n ≥ (1 + C τmax)

nτ/τmax ‖U0‖2 ,

kde τmax je takové, že Λ ⊂ R+× (0, τmax) (využili jsme, že funkce (1+C τ)1/τ je klesaj́ıćı).
Pro libovolné T > τmax a n ∈ N splňuj́ıćı T/2 ≤ nτ ≤ T je

‖Un‖2 > (1 + C τmax)
T/(2 τmax) ‖U0‖2 .

Schéma (8) tedy neńı stabilńı v Λ, nebot’ C lze volit libovolně velké. Je-li funkce λ(ξ/h)
na Λ nezávislá na h a τ , pak jsou zřejmě podmı́nky (12) a (13) ekvivalentńı. �
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Poznámka 1 Uvedená věta pocháźı od von Neumanna, a analýza diferenčńıch metod
založená na Fourierově metodě se proto obvykle nazývá von Neumannova analýza. Nerov-
nost (12) se většinou nazývá von Neumannova podmı́nka.

Uvažujme rovnici

(15) ut = b uxx − a ux ∀ t > 0, x ∈ R ,

kde b > 0 a a jsou konstanty. Explicitńı schéma je přirozené uvažovat ve tvaru

Un+1
j − Un

j

τ
= b

Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2
− a

Un
j+1 − Un

j−1

2h
.

Označ́ıme-li
µ =

τ

h2
b , ν =

τ

h
a ,

źıskáme
Un+1
j = Un

j + µ (Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1)−

ν

2
(Un

j+1 − Un
j−1) .

Amplifikačńı faktor explicitńıho schématu proto je

λ(ξ) = 1− 4µ sin2 ξ h

2
− i ν sin(ξ h) ,

kde µ = b τ/h2 a ν = a τ/h, a pro nalezeńı nutné a postačuj́ıćı podmı́nky pro stabilitu
v diskrétńı L2 normě je třeba uvažovat podmı́nku (12). Snadno zjist́ıme, že

|λ(ξ)|2 = (1− 4µ s2)2 + 4 ν2 s2 (1− s2) , kde s = sin
ξ h

2
.

Při s2 = 1 stač́ı požadovat, aby µ ≤ 1
2
, nebot’ pak |λ(ξ)| ≤ 1. Jelikož ν2 = a2 µ τ/b a

4 s2 (1− s2) ≤ 1, dostáváme při µ ≤ 1
2

nerovnost

|λ(ξ)| ≤
(

1 +
a2

2 b
τ

)1/2

≤ 1 +
a2

4 b
τ .

Pro µ ≤ 1
2

je tedy von Neumannova podmı́nka splněna a schéma je stabilńı v diskrétńı
L2 normě. Nicméně při µ ≤ 1

2
může pro některé hodnoty ξ být |λ(ξ)| > 1, což vede

k r̊ustu př́ıslušné amplitudy v diskrétńım řešeńı, zat́ımco v řešeńı diferenciálńı rovnice jsou
všechny amplitudy tlumeny. Pokud tedy exponenciálńı r̊ust v čase, který von Neumanno-
va podmı́nka umožňuje, neodpov́ıdá vlastnostem aproximované parciálńı diferenciálńı
rovnice, je von Neumannova podmı́nka v praxi př́ılǐs slabá. Zavád́ıme proto následuj́ıćı
silněǰśı definici stability.

Definice 2 Diferenčńı schéma se nazývá silně stabilńı, jestliže plat́ı: pokud Fourierova
transformace řešeńı aproximované parciálńı diferenciálńı rovnice splňuje

(16) |û(ξ, t+ τ)| ≤ eα τ |û(ξ, t)| ∀ ξ ∈ R

pro nějaké α ≥ 0, pak amplifikačńı faktory diferenčńıho schématu splňuj́ı

|λ(ξ)| ≤ eα τ ∀ ξ ∈ R .
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Pro rovnici (15) plat́ı (16) s α = 0, a tedy požadujeme, aby |λ(ξ)| ≤ 1 ∀ ξ ∈ R. Jelikož

|λ(ξ)|2 = 1− 4 (2µ− ν2) s2 + 4 (4µ2 − ν2) s4 ,

dostáváme

|λ(ξ)| ≤ 1 ∀ ξ ∈ R ⇔ (4µ2 − ν2) s2 ≤ 2µ− ν2 ∀ s ∈ [−1, 1] ⇔ ν2 ≤ 2µ ≤ 1 .

Kromě očekávané podmı́nky µ ≤ 1
2

jsme tedy dostali ještě daľśı podmı́nku, kterou lze
zapsat ve tvaru τ ≤ 2 b/a2. To může být velmi vážné omezeńı, nebot’ v praxi je často
b� |a|.
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