Von Neumannova analyza stability numerickych schémat
pro Cauchyovy uilohy

V teorii parcidlnich diferencialnich rovnic hraje dulezitou roli Fourierova transformace.
Pro funkci u € L'(R) definujeme Fourierovu transformaci @ vztahem

(1) u(é) = \/% /Z u(z) e * ¢ da, §eR.

Za urc¢itych predpokladu pak plati
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a je splnéna Parsevalova rovnost

(3) ||u||L2(R) = “aHLQ(R)'

Prava strana vztahu (2) je inverzni Fourierova transformace. Vztah (2) vyjadiuje funkci
u jako superpozici vin danych funkcemi e'®¢ s riznymi amplitudami u(€). Funkce u
predstavuje alternativni reprezentaci funkce u a muze byt komplexni, i kdyz je funkce u
realna.

Podobneé jako vyse lze postupovat téz v diskrétnim pripadé. Bud’ [ € R a ozna¢me
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eTt2mIME -t eR, jeZ.

Pak pro libovolné redlné ¢islo a tvoif mnozina {¢;} jez Uplny ortonormalni systém v pros-
toru L*(a,a +1). Je-li déna posloupnost U = {Uj};c, spliujict 37, |U;]* < oo, pak
fada ., Uj ¢; konverguje v prostoru L*(a, a +1) k funkci U a platf U; = faaH ﬁ@dﬁ.
JEZ |Uj’2 = ||U“%2(a,a+l)'
ze hodnoty U; predstavuji ho/(\inoty sit’ové funkce v uzlech z; = jh. Zvolme a = —[/2,
| =27/h a definujme funkci U € L*(—7/h, m/h) vztahem

Navic je splnéna Parsevalova rovnost ) Predpokladejme nyni,
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Vztahy (4) a (5) jsou diskrétnimi analogiemi vztahu (1) a (2). Vztah (5) opét vyjadiuje
U jako superpozici vin. Oznacime-li

U1, =




diskrétn{ analogii normy v prostoru L?(R), plati podobné jako v (3) Parsevalova rovnost

(6) HU”2 = ||[7HL2(—7r/h,7r/h) :
Uvazujme Cauchyovu tlohu najit funkci v = u(x,t) definovanou prox € Rat >0 a
spliujici
(7) w4+ Lu=0 vRxR", u(z,0) =u’(z) proz €R,
kde 1 je zadana pocdtecni podminka a L je linedrni diferencidlni operator s konstantnimi

koeficienty obsahujici pouze derivace podle x. Obecné jednokrokové schéma pro lohu (7)
na stejnomérné siti s uzly x; = jh, j € Z, ma tvar
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Prirozené ¢islo M zavisi na zpusobu aproximace derivaci podle x v operdtoru L. Zapiseme-
li U" = {U}'}jez ve tvaru (5) pomoci Fourierovy transformace U" = U"({) definované
vztahem (4), ziskdme dosazenim do (8)
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Jelikoz funkce {e!®i¢} jez tvorf iplny ortogondln{ systém v prostoru L*(—m/h,7/h), plati
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Vsimnéme si, ze tento vztah lze formdlné ziskat tak, ze diskrétni feSeni U}’ nahradime

v (8) vyrazem ﬁ"(g) e'% ¢, Oznacime-li
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Tento vztah ukazuje, ze provedeni jednoho ¢asového kroku schématu (8) je ekvivalentni
prendsobeni Fourierovy transformace diskrétniho feseni amplifika¢nim faktorem (). Ve-
likost amplifikacniho faktoru |A(§)| pfedstavuje zesileni amplitudy U "(€) libovolné frek-
vence £ pii provedeni jednoho ¢asového kroku. Ze vztahu (10) ziskdme
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Vidime, ze vSechny informace o schématu jsou obsazeny v amplifika¢nim faktoru. Mimo
jiné 1ze z amplifikacniho faktoru snadno ziskat informace o stabilité a presnosti ptislusného
schématu. Fourierova transformace proto predstavuje standardni metodu pro studium
vlastnosti diferencnich schémat.

Diferenc¢ni schémata jsou casto pouze podminéné stabilni, coz znamend, ze jsou sta-
bilni, jen pokud prostorovy krok h a ¢asovy krok 7 spliuji jistou podminku. Mnozinu
A C R xR* takovou, ze pro libovolnou dvojici (h, 7) € A je prislusnd podminka stability
splnéna, nazveme oblasti stability diferencniho schématu. Vzdy budeme predpokléadat, ze
mnozina A je omezend a ze dvojice (0,0) je jejim hromadnym bodem. Stabilitu schématu
(8) 1ze definovat nasledujicim zptsobem.

Definice 1 Diferencni schéma (8) je stabilni v oblasti stability A, pokud pro kazdy pevny
¢as T > 0 existuje konstanta Cp takovd, ze pro libovolnou pocateéni podminku U° plati

U™, <Cr|U°l,  YneN, (hr)eAnT<T.

Véta 1 Diferencéni schéma (8) je stabilni v oblasti stability A prdvé tehdy, kdyz existuje
konstanta K nezduvisla na &, h a 7 takovad, Ze

(12) ANE|I<1+KT VEeR, (hy7)€A.
Je-li funkce N(/h) na A nezdvisld na h a T, pak lze podminku (12) nahradit podminkou
(13) A <1 VEER, (h,7)€A.
Diikaz. 7 Parsevalovy rovnosti (6) a vztahu (11) plyne
(14) U™y = 1N Ul L2 ey
Poznamenejme, ze A" zde znac¢i n—tou mocninu A. Plati-li (12), je pron < T/t
U™y < A+ K )" U] gy < L+ K )OOy < 5T (U°)),,

tj. schéma (8) je stabilni v A. Predpoklddejme nyni, ze (12) neplati pro zédnou konstantu
K. Zvolme libovolné ¢islo C' > 0. Jelikoz funkce A\ zavisi na £ spojité a periodicky
s periodou 27 /h, existuje (h,7) € A a interval (&,&) C (—7/h,7/h) tak, ze |A(§)] >
1+C1VE€e (&,8&%). Necht

09 = === pote(Ene) a DO=0 po#(6.6)

Pak dle (6) a (14) je [|U°lly = 1U°N 2 jppmy = 1 &

U™y = A" U e, 2y > (LHCT)" = (14 C Topaa)" ™ ™2 || U,
kde Tpaz je takové, ze A C RY x (0, Tyae) (vyuzili jsme, Ze funkee (14 C 7)Y/7
Pro libovolné T > 7,4, a n € N splujici T/2 < nt < T je
1T Iy > (1 4 C Tynaa) /e | U

Schéma (8) tedy neni stabilni v A, nebot’ C' lze volit libovolné velké. Je-li funkce A(£/h)
na A nezavisla na h a 7, pak jsou zfejmé podminky (12) a (13) ekvivalentni. O

je klesajici).



Poznamka 1 Uvedend véta pochazi od von Neumanna, a analyza diferenénich metod
zalozena na Fourierové metodé se proto obvykle nazyva von Neumannova analyza. Nerov-
nost (12) se vétsinou nazyva von Neumannova podminka.

Uvazujme rovnici

(15) U = bUyy — QU Vt>0, x€R,
kde b > 0 a a jsou konstanty. Explicitni schéma je pfirozené uvazovat ve tvaru
n+1 n n n n n n
U =0 Ui =207+ U5 U — U
T h? 2h
Oznacime-li
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ziskame ”
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Amplifika¢ni faktor explicitniho schématu proto je
h
M) =1—4pu sinQ% —ivsin(§h),

kde 4 = b7/h* a v = a7/h, a pro nalezeni nutné a postacujici podminky pro stabilitu
v diskrétni L? normé je tieba uvazovat podminku (12). Snadno zjistime, ze
Eh

NOP=(1—4ps?)?+412°s* (1 -5, kde s :sin7.

= 1 staéf pozadovat, aby p < 3, nebot’ pak [A(&)| < 1. Jelikoz v? = a®>u7/b a
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45% (1 —s?) <1, dostdvame pii p < 3 nerovnost
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Pro p < % je tedy von Neumannova podminka splnéna a schéma je stabilni v diskrétni
L? normé. Nicméné pii p < 3 muze pro nékteré hodnoty € byt [A(€)] > 1, coz vede
k rustu prislusné amplitudy v diskrétnim feseni, zatimco v feSeni diferencidlni rovnice jsou
vSechny amplitudy tlumeny. Pokud tedy exponencidlni rust v ¢ase, ktery von Neumanno-
va podminka umoznuje, neodpovida vlastnostem aproximované parcialni diferencialni
rovnice, je von Neumannova podminka v praxi prili§ slaba. Zavadime proto nasledujici
silnéjsi definici stability.

Definice 2 Diferen¢ni schéma se nazyva silné stabilni, jestlize plati: pokud Fourierova
transformace feSeni aproximované parcialni diferencialni rovnice splnuje

(16) [u(g, t+7) <e*Tlul, )]  VEER
pro néjaké o > 0, pak amplifikacni faktory diferenéniho schématu splinuji

MO <e?™  VEER.



Pro rovnici (15) plati (16) s a = 0, a tedy pozadujeme, aby |A(§)| < 1V £ € R. Jelikoz
MO = 1—4(2p — 1) 8 + 4 (447 — 1) 1,
dostavame
MO KT VEER & @Apr—1vh)s*<2u—1v* Vse[-1,1] & v <2u<l.

Kromé ocekavané podminky p < % jsme tedy dostali jesté dalsi podminku, kterou lze
zapsat ve tvaru 7 < 2b/a®. To muze byt velmi vdzné omezeni, nebot’ v praxi je casto
b < |al.



