Cleny fady (14) s nizkymi frekvencemi aproximuji dobfe odpovidajici cleny fady (10),
nebot’

e T = 1—]4;27'—1-%/{472—...

Mk) = 1—=2p[3(kh)? =L (kn)'+..]=1-K 7+ Sk 7h>— ...
Tyto rozvoje predstavuji alternativni prostiedek pro vysetiovani chyby diskretizace, kte-
rou nyni muzeme zapsat ve tvaru
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Lze tedy ocekdvat alespon piesnost prvniho fadu a pro h? = 67 piesnost druhého Fadu
(srv. pozn. 2). Rigorézni dukaz je zalozen na nasledujicim lemmatu.

Lemma 1 Plati
(16) e —A(R)| < C(u) k' T® Yk, >0,

, pak

kde C(p) zdvisi pouze na p. Pokud p = ¢

4
e = AMR) < KO0 VR T >0,
Dukaz. 7 Taylorova vzorec plyne, ze existuji §,g€ (0,k%7) a Q,Ee (0, kh) takové, ze
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Z odhadu (16) vidime, ze abychom pfi konstantnim p ziskali stejnomérny odhad chyby
diskretizace prvnfho Fddu presnosti, je vhodné pozadovat, aby 7 > > |A,|m* < c.
Tato hodnota predstavuje odhad |uyeer| = |uy| a dostdvame tedy odhad (9).

Vyjadreni feseni tlohy (1)—(3) ve tvaru tady (10) ukazuje, ze pro libovolné vlnové
¢islo k = mm zustava amplituda piislusné slozky teseni v Case omezena. Je piirozené
tuto vlastnost pozadovat i od piiblizného feseni. Rekneme proto, ze numerickd metoda
pro teseni ulohy (1)—(3) je stabilni, pokud existuje konstanta K nezavisla na k takova,
ze |[A(k)]"] < K pro vSechna k a n. To je ekvivalentni pozadavku, aby |[A(k)| < 1 pro
vSechna k.

Véta 3 Necht’ pro dané hodnoty h a 7 je [N(mm)| < 1 pro vSechna m € N. Pak tesent
schématu (6)—(8) zistdvd pro libovolnou poédteéni podminku u® spliugici (12) omezené
pro n — Q.



Diikaz. Jelikoz [A(mm)| <1V m €N, je dle (14) a (12)

o) o0

U< Y Al Amm)" < )7 4] < oo,

m=—00 m=—00

O

Poznamka 4 Necht’ existuje m; € N tak, ze |[A\(m;7)| > 1. Bud’ «°(z) = sin(m7z).
Pak podle (15) je U} = sin(mymjh) [A(mi7)]", a tudiz |U}'| — oo pro n — oo a pro kazdé
jeA{l,...,J —1} takové, ze sin(mymjh) # 0.

Nyni vidime vyznam podminky p < % Je-li tato podminka splnéna, pak [A(m7)| < 1
Vm € N, a feSeni tudiz zustava omezené. Je-li u > %, pak pro nékterda m € N je
A(mm) < —1 a velikost piislusnych clenu v (14) s postupujicim ¢asem roste nade vsechny
meze. Teoreticky je mozné zvolit poc¢ateéni podminku tak, aby A, = 0, kdykoli A(m ) <
—1. Avsak to je velmi specialni situace a vpraxi by vlivem zaokrouhlovacich chyb vznikly
malé nenulové koeficienty u vsech takovychto ¢lent a s postupujicim ¢asem by tyto ¢leny
opét neomezené rostly. Schéma (6) je tedy stabilni pouze pfi splnéni podminky p < %
Rikédme, ze schéma (6) je podminéné stabilni.

Fourierovu metodu muzeme pouzit téz k dikazu konvergence. Jeji vyhoda spociva
v tom, ze nemusime predpokladat dostatecnou hladkost feseni u a stejnomérnou omeze-
NOSt Uzzry & Uy. Nasim jedingym predpokladem o 1loze (1)—(3) nyni bude absolutni kon-
vergence fady (11) pro pocatecni podminku u°. Pocdtecni podminka tedy nemusi byt
hladkd. Budeme ptedpokladat, ze p je pevné a pu < % Chybu aproximace muzeme
vyjadrit ve tvaru

ej = Ul —u(x),t, Z Ay €T {[)\(mﬂ)]" - e’(m”)Qt”} :

m=—0oQ
Bud’ € > 0 libovolné a necht’ mg € N je takové, ze

N Al <

|m|>mg

Pak
2
|e"|< + Y nlAp|[Amm) — e

[m|<mg

kde jsem vyuuzili toho, ze pro libovolnd ¢isla Ay, Ae € [—1, 1] plati |A} — A5| < n|Ap — Aal.
Z nerovnosti (16) plyne

\e?|§§+n7'20(u)7r4 S A m

Im|<mg

Vidime tedy, ze pro 7 dostatecné malé je |e}| < eV (z,t,) € [0,1]x [0, T], nebot’ nT < T.
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Pti aplikaci Fourierovy metody jsme reprezentovali ptiblizné feSeni pomoci nekonecné
fady (14), nebot’ ji bylo mozné snadno srovnéavat s fadou pro presné reseni. Jelikoz vsak
na uvazované prostorové siti s J + 1 uzly lze reprezentovat jen koneéné mnoho ruznych
frekvenci, lze ptiblizné feSeni vyjadrit jako linearni kombinaci 2 J po sobé jdoucich funkei

(17) eI \(m )]

Snadno ovéiime, ze tyto funkce se skutecné nezmeéni, nahradime-li m hodnotou m + 2 J.
Muzeme tedy napi. uvazovat U} jakozto linedrnf kombinaci funkef (17 ) odpovidajicich

m=—(J—1),—(J=2),...,-1,0,1,...,J .

Implicitni metoda pro tlohu (1)—(3)

Podminka stability 7 < h%/2 plynouci z véty 3 pro explicitn{ schéma (6) je velmi vdzné
omezeni, které implikuje, ze bude tfeba velmi mnoho ¢asovych kroku. Navic, budeme-li
muset zmensit h pro zvySeni presnosti, velmi se zvysi celkova vypocetni narocnost, nebot’
budeme muset téz podstatné zmensit 7. Ukazeme nyni, ze zminénych omezeni se muzeme
zbavit pouzitim zpétné diference pro diskretizaci ¢asové derivace v (1), tj. pouzitim
schématu n+1 n n+1 n+1 n+1

U™ =Uj _ Uy =207 + U5

T h?
Toto schéma lze prepsat do tvaru

(18) —p UM+ (L 2p) U — p UM = U7 j=1,2,...,J—-1, n>0.

Jedna se o priklad implicitni metody. Danou hodnotu U }‘H nyni nelze ur¢it nezavisle na
ostatnich hodnotéch na ¢asové hladiné ¢, 1, nybrz vSechny tyto hodnoty ziskame soucasné
vytesenim soustavy J — 1 linedrnich rovnic pro J — 1 nezndmych.

Stabilitu schématu (18) s okrajovymi a pocateénimi podminkami (7) a (8) muzeme
vysetfovat Fourierovou metodou analogicky jako pro schéma (6). Snadno zjistime, Ze
funkce U} = €!*7" A" spliluje (18) praveé tehdy, kdyz

1
C 144psin®ErC

2

A

A(K)

Tedy A(k) € (0,1] pro libovolné 1 > 0 a libovolné k& € R. Rikdme, 7e metoda je
nepodminéneé stabilni.

Thomastv algoritmus
Soustava (18) je tridiagonalni a muzeme ji zapsat ve tvaru
—ajUj_1+bjUj—chj+1:dj j:1,2,...,J—1,

kde
Uy=U;=0.



Budeme ptredpokladat, ze
(19) CL]'>O, bj>0, Cj>0, bj>aj+cj,

coz splinuje (18). Soustavu rovnic nejprve prevedeme na soustavu s horni trojihelnikovou
matici tvaru

(20) Uj—e;Ujt1 = fj, ji=12,...,J—1.
Mame-li v tomto tvaru k—tou rovnici a chceme-li upravit £ 4+ 1-vou rovnici, tj.
—ag+1 Ug + bk Ukr1 — g1 Up2 = diy
pak k této rovnici pricteme rovnici (20) s j = k prendsobenou a1, ¢imz ziskdme
(brg1 — arr1 k) Ups1 — Crg1 Upgo = dipy1 + aigr [ -
Algoritmus je tedy nésledujici

e = Cl/bl, fl = dl/bl
for j=2,...,J—2 do
ej := ¢/ (by — ajej-1)
fj = (dj +ayf-1)/(b; — a5 ;1)
enddo
fy_1 = (dyo1 +as-1f5-2)/(byo1 — ag_1e5-2)

Resent U, pak jednoduse uré¢ime z rovnic (20).

Snadno lze ovéfit, ze e; € (0,1), j =1,2,...,J —2. Algoritmus lze tedy vzdy provést
a je numericky stabilni (nevede ke vzrustajicim chybam).

Uvedeny algoritmus pottebuje pro vyfeseni soustavy (18) na jeden uzel tii séiténi, tii
nasobeni a dvé déleni, zatimco explicitni schéma (6) vyzaduje tii sé¢itani a dvé ndsobeni
(popf. ¢tyfi s¢itani a jedno nasobeni). Vypocetni narocnost implicitniho schématu je tedy
asi dvojnasobnd oproti explicitnimu schématu. Dulezité vsak je, ze l1ze volit mnohem delsi
casové kroky (aniz by se zhorsila presnost), nebot’ nyni neni zadnd podminka stability
omezujici volbu 7. Proto je celkova vypocetni narocnost implicitni metody pro dosazeni
zvoleného casu 7" mnohem mensi nez u explicitni metody.

Dvoukrokové metody!

Vyse uvazované metody pro feSeni tlohy (1)—(3) jsou druhého Fadu presnosti v pros-

toru, avSak obecné pouze prvniho fadu presnosti v ¢ase. Nabizi se proto uvazovat pro

diskretizaci ¢asové derivace misto jednostranné diference centralni diferenci. To vede

v nejjednodussim pripadé ke schématu

Uit =UT U 22U+ U
27 N h? ’

ITato ¢ast nebyla odpiednasena a nebude zkousena

(21)




Snadno zjistime, ze chyba diskretizace je v tomto pripadé druhého fadu v ¢ase i v prostoru.

Uvedené schéma je prikladem dvoukrokového schématu, nebot’” k uréeni hodnot U ]’f‘“
nestaci zndt hodnoty U, ale potiebujeme téz hodnoty U ;‘_1. Ptiblizné teseni tedy zavisi
nejen na pocatecni podmince, ale téz na hodnotach v ¢ase t;. Tyto hodnoty bud” musime
predepsat, a nebo musime stanovit postup, jak je urcit. Obvykle se pro urceni hodnot U ]-1
pouzije néjaké jednokrokové schéma. Metody, které zahrnuji vice nez dvé ¢asové hladiny,
se souhrnné nazyvaji vicekrokova schémata.

Hodnoty ptiblizného feSeni v case t; zapiSeme ve tvaru

(22) U= 3 Bad™ =01,
a opét predpokladame, ze Tfada konverguje absolutné a ze B,, = —B_,, Vm € Z.

Podobné jako pii Fourierové analyze jednokrokovych metod vyse hledejme nejprve reSeni
diferenéniho schématu ve tvaru se ”separovanymi proménnymi”, tj. polozme

Unr = eikjh ﬁn(k),

J

kde k = mm, m € Z. Dosazenim do (21) ziskdme

PN PN PN 4 h
(23) U™ k)+2qk)U (k) —U"*(k)=0, n>1, kde qk)= h—g sin? %

Charakteristicky polynom A?+2 q(k) A — 1 této soustavy diferen¢nich rovnic ma dva ruzné
realné koteny Ay = —q(k) &£ v/q(k)? + 1, a tudiz obecné feseni soustavy (23) je

(24) U™ (k) = oy (k) Ay (k)" + o (k) A (k)"

kde koeficienty ag jsou libovolnéd komplexni ¢isla. Tato ¢isla urcime tak, aby platilo
U(mm) = A,, aU'(mn) = B,,. Z toho plyne

(25) ar(mm) = B = A A_(m ) a_(mn) =

AnAi(mm) — By,

CA(mm) = A_(m7)’ A(mm)—A_(mm)’
Resgeni diskrétniho problému (21), (8), (7), (22) je pak déno fadou
(26) Ur= Y émmihit(mr),  j=01,....J, n>0.

m=—00

Bohuzel slozky teseni odpovidajici kofenu A_ jsou nestabilni, nebot’ A_(k) < —1, kdykoli
sin( kh) # 0. Schéma (21) je tedy bezcenné, nebot’ je pro libovolnou volbu h a 7
nestabilni.

Poznamenejme, ze pokud charakteristicky polynom soustavy diferen¢nich rovnic odpo-
vidajicich dvoukrokovému schématu ma pro dané k jeden dvojnasobny koten, tj. Ay (k) =
A_(k) = A(k), ma obecné teseni soustavy diferencnich rovnic tvar

U™(k) = a(k) A(k)" + B(k) n Ak)" ",
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kde a(k), B(k) € C. V tomto piipadé tedy je
(27) Ur(mm) = Ap A(m7)" + [Bn — A Xm )] n A(mm)" L.

Pokud je koeficient u druhého ¢lenu nenulovy, je ke stabilité nutné, aby |[A(mm)| < 1,
nebot’ jinak Un poroste linearné v n.

Uvedena analyza schématu (21) samoziejmé neznamend, ze kazdé dvoukrokové expli-
citni schéma je vzdy nestabilni. Uvazujme napt. schéma

n+1 n—1 n n—1

2 =12,...,.J—1 >1
( 8) 2 T 2 h2 Y .] )y = Y J Y n

V tomto ptipadé ziskame soustavu diferencnich rovnic

(29) 0" (k) + (k) U7 (k) + (a(k) = )T (k) =0, n>1,

jejiz charakteristicky polynom ma koteny A, (k) =1 —q(k) a A_(k) = —1. Je-li q(k) # 2,
jsou oba kofeny rtiizné a ﬁ"(k) je opét ddno vztahy (24) a (25). Ziejme je | A (k)| < 1 prave
tehdy, kdyz q(k) € [0,2), z ¢ehoz plyne podminka stability 7 < h?/2. Je-li q(k) = 2, je
A (k) = A_(k) a U"(k) je dano vztahem (27) s M(k) = —1. Pifpad q(m7) = 2 za uvedené
podminky stability miize nastat pouze tehdy, je-li m = (21 + 1)J, kde I € Z. Cleny
s m = (21 + 1)J se vSak v feSeni neprojevi, nebot’ fadu (26) muzeme diky vlastnosti

ﬁ”(m ) = —ﬁ”(—mw) V' m € Z zapsat ve tvaru
Ur=2iY sin(majh)Umna), j=01,....,J, n>0.
m=1

Schéma (28) je tedy pro 7 < h?/2 stabilni.
Stabilita metody vSak nemusi znamenat, ze diskrétni feseni bude bez oscilaci. Jak
jsme videli, plati v pripadé (k) # 2
U™(k) = oy (k) (1= q(k))" + a_(k) (=1)".

Oznacime-li

[e.e] [e.e]

ve= 3" emmtita (mr) (1-q(mm)", W= Y emmita_(mm),
q?;r_)?? q755?2

muzeme psat
Ur =V 4 (—1)" W, j=0,1,....J, n>0.

Sit’ové funkce W; nezavisi na case, a pokud je nenulova, bude pro velké n predstavovat
dominantnf slozku reseni, nebot’ V* — 0 pro n — oco. Obvykle se projevi ve formé
oscilaci, jejichz velikost muze byt i vétsi nez jsou hodnoty pocateéni podminky, jelikoz
velikost ay (m ) a a_(m ) muze byt podstatné vétsi nez |A,,|. Ze stability metody vsak
plyne, ze tyto oscilace nebudou pro n — oo narustat. Navic se jejich velikost zmensi,
pokud zjemnime sit’.

Casové nezéavisld oscilujici slozka nebude v feseni schématu (28) piftomna, pokud
feSeni v ¢ase t; uré¢ime pomoci schématu (6). Podle (14) a (13) je pak totiz B, =
Apn (1 —q(mm)) = A, A (mm), atudiz a_(mm) =0 pro kazdé m € Z.
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Disipace

7 diskuse v predchozim odstavci plyne, ze je zadouci, aby diferen¢ni schéma vedlo v kaz-
dém casovém kroku k poklesu amplitud vysokofrekvenénich slozek teseni, tj. aby velikost
prislusnych amplifika¢nich faktort byla mensi nez 1. Tento pokles vysokofrekvencénich
oscilaci se nazyva disipace a je charakterizovan v nasledujici definici.

Definice 1 Diferenéni schéma je disipativni fadu 2r (mé disipaci fadu 27r), jestlize exi-
stuje kladnd konstanta C' nezavisla na h a 7 takova, ze kazdy amplifikacni faktor \;(k)
splnuje

kh
(30) A\ (k)| <1—C sin® 5

Poznamenejme, ze pro kazdé k uvazujeme obecné vice amplifikac¢nich faktoru, abychom
do definice zahrnuli i vicekrokova schémata. Pro ovérovani platnosti podminky (30) muze
byt uzitetné si vsimnout, ze (30) je ekvivalentni podmince

kh
IN(B)]? <1—Csin® -

s konstantou C’ nezavislou na h a 7. Disipativnost schématu je piipadé parabolickych
rovnic velmi prirozenym pozadavkem, nebot’ pak dochazi v prubéhu ¢asu ke zhlazovani
diskrétniho reseni, stejné jako je tomu u Teseni aproximované diferencidlni rovnice.

Pouzitim vztahu (13) snadno zjistime, ze explicitni schéma (6) je disipativni fddu 2
pro p € [, p1] < (0, %), kde 1o a 1 jsou konstanty nezavislé na h a 7. Proto se obvykle
nepouzivd volba p = %, pii niz je schéma (6) jesté stabilni. Implicitni schéma (18) je
disipativni fadu 2 | je-li u > pp > 0, kde pg je konstanta nezavisld na h a 7. Schéma (28)
samoziejmé disipativni neni.

f—metoda (f—schéma, metoda vazeného pruméru)

Uvazujeme-li vazeny prumér explicitniho schématu (6) a implicitniho schématu (18),
ziskdme Sestibodové schéma

(31) Uttt —Ur =p002U +(1-0)620,  j=12....J—1, n>0.

Budeme predpoklddat, ze § € [0,1]. Pro # = 0 ziskdvame explicitni schéma (6) a pro
¢ =1 plné implicitni schéma (18). Pro libovolné 6 € (0, 1] je k ur¢eni hodnot ptiblizného
feseni v case t,,1 nutno vytesit tridiagonalni soustavu linearnich rovnic

—QpUM + (1 +20p0) UM —0pUM =1+ (1—0)pudUr, j=12,....J—1.

Koeficienty spliuji nerovnosti (19), a muzeme tedy pouzit Thomasuv algoritmus.
Stabilitu vySetfime opét pomoci Fourierovy metody. Dosazenim Ul = e'*/" A" do
(31) ziskdme
_ 1—4(1—0)psin® £l
1+ 46 p sin? % '
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