Ziejmé A < 1. Nestabilita se muze objevit pouze pokud A\ < —1, coz nastane pravé tehdy,
kdyz

kh
4(1-20)p sm27 > 2.
7 toho plyne, ze

1
Je-li 0 € [0, 1), pak (31) je stabilnl <= pu < 5

(32) (1-26)

Je-li 6 € [3,1], pak (31) je stabilnf V 1> 0.
V prvnim ptipadeé je tedy schéma podminéné stabilni, v druhém nepodminéné stabilni.

Chybu diskretizace schématu (31) je vhodné pocitat v case t,1120 = (n + 3)7, tj.
definujeme

(i tn) = u(@), tn) 007 ulx; tarn) + (1 0) 07 ulx;, tn)

6;?+1/2 = enr(T), tngr/2) = - 5
Tedy
Seu(z,t)  082u(w,t+Z)+ (1 —0)2u(x,t—1I
ens(z,t) = d - )— ( ) (h? ) ( 5)
_ Gu(x,t) (0— 1) o 0z u(w,t) Zu(z,t+ %)+ 02u(x,t — %)
o T 2 h2 9 h2 .

Dosazenim Taylorovych rozvoju ziskame

ens(z,t) = [ut+2—14uttt7'2+...] —(0—%) [umtT—i-%umxzthQT%—...]

1 2 2 4 1 2

Pouzitim (1) zji§t'ujeme, Ze obecné e, , = O(T+h?), aviak pro 6 = 1 je e, = O(T2+h?).
Pro 60 = % je tedy schéma (31) druhého faddu presnosti v prostoru i v ¢ase a nazyva se
schéma Crankovo—Nicolsonové. Jelikoz je nepodminéné stabilni, muzeme uvazovat h =
O(7). Pak g, = O(7?) a jsme tedy schopni dosdhnout dobrou pfesnost pii malé vypocetn{
narocnosti. Pfi volbé h = O(7) vsak schéma Crankovo-Nicolsonové neni disipativni, coz
zpusobuje, ze pii nehladké pocateéni podmince muze byt méné presné nez plné implicitni
schéma (18), které je disipativni fadu 2.
Metodu druhého fadu presnosti v case lze ziskat téz pro
1 h? i 1

= t]. = —.
2 127 1 MT e —20)
(Musi byt h? < 67, aby bylo 8 > 0.) Pii této volbé je dle (32) schéma (31) stabiln{ a plat{
enr = O(T* 4+ h*). Opét tedy muzeme pouzivat velké casové kroky a metoda bude pritom
pro hladké pocatecni podminky pfesnd a stabilni. Pti volbé h = O(7) vSak schéma opét
neni disipativni a pro malé h je blizké schématu Crankovu—Nicolsonové.

v

v praxi schéma (31). Nejlepsi volba parametru 6 vsak zavisi na feSeném problému a ¢asto
neni jasné, které schéma je opravdu nejlepsi.
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Princip maxima a konvergence

Véta 4 0-schéma (31) s 0 € [0,1] a (1 —0) < 3 ddvd priblizné reseni {U'} spliiugict

min — max ?

kde
win = min{U", 0<m<n; U}, 0<j<J; UR, 0<m<n},
Upe = max{Uy", 0<m <n; U}, 0<j<J; UP, 0<m<n}.

Diikaz. Schéma (31) zapiseme ve tvaru

(33) (1+20p) UM
=0 UM + U+ Q=0 p (U], +UN )+ [1—2(1—=0) ] U

J
Koeficienty na pravé strané jsou nezaporné a jejich soucet je (1 + 260 ) (koeficienty pred
dvojcleny pocitdme dvakrat). Predpokladejme, Ze U nabyva svého maxima ve vnitfnim
bodé a necht’ toto maximum je U}”l. Pak hodnoty U na pravé strané vztahu (33) jsou
mensi nebo rovny U;‘“, a jelikoz soucet koeficientu je (1 4+ 26 u), musi byt U = U;"Ll
v kazdém z péti sousednich uzlu v (33), pokud prislusny koeficient je nenulovy. Je-li tedy
0 # 0, dostdvdme U = Uf™ = U, Je-li § = 0, mizeme zkonstruovat posloupnost
bodu, az dosdhneme hranice. Tedy U }LH = U, .. Stejnym zpusobem lze postupovat pro

minimum. O

Véta 5 Uvazujme posloupnost (h;, ;) — (0,0) pro i — oo a necht” pi; (1—0) < 5. Necht’
chyba diskretizace odpovidajici schématu (31) konverguje k nule stejnomérné v mnoziné
[0,1] x [0,T]. Necht’ chyby v okrajovych a pocdtecnich podminkdch rovnéz konverguji
stejnomeérné k nule pro i — oo. Pak aproximace dané schématem (31) konverguji ste-
gnomeérné v [0,1] x [0,T] k Tesent rovnice (1) s konzistentnimi okrajovymi a pocdatecnimi
podminkama.

Diikaz. Dle definice chyby diskretizace je pro e} = Ul — u(x;,t,)

(34)  (1+20pw e =0pu(elt +eli)+ (1 —0)ple]  +eyy)

fl—2(1—=0)pler —7e" j=1,2..., -1 n=0,1,2,....

J J
Predpokladejme nejprve, ze e? =0,7=0,....,J,ef =€¢7;=0,n=0,1,2,... aoznacme
n — n n+1/2 _ 7}-0-1/2
el = max [ef], [ = max [
Pak

(L+20p) e oo <20 pulle™ oo + lle" oo + 7 [l

[
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a tudiz ||e" | < lle”|lo + 7 |le"Y?||., z éehoz plyne

n—1
"l <7 Z ™2 < nT max |em™ 2|, =0 pro i— oo.
m=0

Predpokladejme nyni, ze chyby v okrajovych a pocatecnich podminkéach jsou nenulové,
tj.

(35) e?:n?, j=0,...,J, eg =m0, €;=mn7, n=0,1,2,....

Pak e = e} +é7, kde €7 spliuje (34) s homogennimi pocdtecnimi a okrajovymi podminka-
mi a €] splituje (33) a (35). Pak [[e”[|, spliiuje predchozi odhad a ||€" ||, < max{|ng*[, 0 <
m<n; [, 0<5<J; [n7], 0 <m < n} dle predchoz véty. O

Podminka pro platnost principu maxima je mnohem vice omezujici nez podminka
stability plynouci z Fourierovy analyzy. Napiiklad pro 6 = % dostavame p < 1.

Princip maxima predstavuje alternativni prostiedek pro ziskani podminek stability.
Oproti Fourierové analyze ma tu vyhodu, ze ho lze snadno aplikovat i na tlohy s nekon-
stantnimi koeficienty. Avsak snadné je odvodit pouze postacujici podminky stability.
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