
Zřejmě λ < 1. Nestabilita se může objevit pouze pokud λ < −1, což nastane právě tehdy,
když

4 (1− 2 θ)µ sin2 k h

2
> 2 .

Z toho plyne, že

(32)


Je-li θ ∈ [0, 1

2
), pak (31) je stabilńı ⇐⇒ µ ≤ 1

2 (1− 2 θ)
.

Je-li θ ∈ [1
2
, 1], pak (31) je stabilńı ∀ µ > 0 .

V prvńım př́ıpadě je tedy schéma podmı́něně stabilńı, v druhém nepodmı́něně stabilńı.
Chybu diskretizace schématu (31) je vhodné poč́ıtat v čase tn+1/2 ≡ (n + 1

2
) τ , tj.

definujeme

ε
n+1/2
j = εh,τ (xj, tn+1/2) =

u(xj, tn+1)− u(xj, tn)

τ
− θ δ2x u(xj, tn+1) + (1− θ) δ2x u(xj, tn)

h2
.

Tedy

εh,τ (x, t) =
δt u(x, t)

τ
−
θ δ2x u(x, t+ τ

2
) + (1− θ) δ2x u(x, t− τ

2
)

h2

=
δt u(x, t)

τ
− (θ − 1

2
)
δt δ

2
x u(x, t)

h2
−
δ2x u(x, t+ τ

2
) + δ2x u(x, t− τ

2
)

2h2
.

Dosazeńım Taylorových rozvoj̊u źıskáme

εh,τ (x, t) = [ut + 1
24
uttt τ

2 + . . . ]− (θ − 1
2
) [uxxt τ + 1

12
uxxxxt h

2 τ + . . . ]

−[uxx + 1
12
uxxxx h

2 + 2
6!
uxxxxxx h

4 + 1
8
uxxtt τ

2 + . . . ] .

Použit́ım (1) zjǐst’ujeme, že obecně εh,τ = O(τ+h2), avšak pro θ = 1
2

je εh,τ = O(τ 2 +h2).
Pro θ = 1

2
je tedy schéma (31) druhého řádu přesnosti v prostoru i v čase a nazývá se

schéma Crankovo–Nicolsonové. Jelikož je nepodmı́něně stabilńı, můžeme uvažovat h =
O(τ). Pak εh,τ = O(τ 2) a jsme tedy schopni dosáhnout dobrou přesnost při malé výpočetńı
náročnosti. Při volbě h = O(τ) však schéma Crankovo–Nicolsonové neńı disipativńı, což
zp̊usobuje, že při nehladké počátečńı podmı́nce může být méně přesné než plně implicitńı
schéma (18), které je disipativńı řádu 2.

Metodu druhého řádu přesnosti v čase lze źıskat též pro

θ =
1

2
− h2

12 τ
, tj. µ =

1

6 (1− 2 θ)
.

(Muśı být h2 ≤ 6 τ , aby bylo θ ≥ 0.) Při této volbě je dle (32) schéma (31) stabilńı a plat́ı
εh,τ = O(τ 2 +h4). Opět tedy můžeme použ́ıvat velké časové kroky a metoda bude přitom
pro hladké počátečńı podmı́nky přesná a stabilńı. Při volbě h = O(τ) však schéma opět
neńı disipativńı a pro malé h je bĺızké schématu Crankovu–Nicolsonové.

I když lze odvodit řadu daľśıch schémat pro řešeńı úlohy (1)–(3), nejpouž́ıvaněǰśı je
v praxi schéma (31). Nejlepš́ı volba parametru θ však záviśı na řešeném problému a často
neńı jasné, které schéma je opravdu nejlepš́ı.
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Princip maxima a konvergence

Věta 4 θ–schéma (31) s θ ∈ [0, 1] a µ (1− θ) ≤ 1
2

dává přiblǐzné řešeńı {Un
j } splňuj́ıćı

Un
min ≤ Un

j ≤ Un
max ,

kde

Un
min = min{Um

0 , 0 ≤ m ≤ n ; U0
j , 0 ≤ j ≤ J ; Um

J , 0 ≤ m ≤ n} ,
Un
max = max{Um

0 , 0 ≤ m ≤ n ; U0
j , 0 ≤ j ≤ J ; Um

J , 0 ≤ m ≤ n} .

D̊ukaz. Schéma (31) zaṕı̌seme ve tvaru

(1 + 2 θ µ)Un+1
j(33)

= θ µ (Un+1
j−1 + Un+1

j+1 ) + (1− θ)µ (Un
j−1 + Un

j+1) + [1− 2 (1− θ)µ]Un
j .

Koeficienty na pravé straně jsou nezáporné a jejich součet je (1 + 2 θ µ) (koeficienty před
dvojčleny poč́ıtáme dvakrát). Předpokládejme, že U nabývá svého maxima ve vnitřńım
bodě a necht’ toto maximum je Un+1

j . Pak hodnoty U na pravé straně vztahu (33) jsou

menš́ı nebo rovny Un+1
j , a jelikož součet koeficient̊u je (1 + 2 θ µ), muśı být U = Un+1

j

v každém z pěti sousedńıch uzl̊u v (33), pokud př́ıslušný koeficient je nenulový. Je-li tedy
θ 6= 0, dostáváme Un+1

j = Un+1
0 = Un+1

J . Je-li θ = 0, můžeme zkonstruovat posloupnost

bod̊u, až dosáhneme hranice. Tedy Un+1
j = Un

max. Stejným zp̊usobem lze postupovat pro
minimum. �

Věta 5 Uvažujme posloupnost (hi, τi)→ (0, 0) pro i→∞ a necht’ µi (1− θ) ≤ 1
2
. Necht’

chyba diskretizace odpov́ıdaj́ıćı schématu (31) konverguje k nule stejnoměrně v množině
[0, 1] × [0, T ]. Necht’ chyby v okrajových a počátečńıch podmı́nkách rovněž konverguj́ı
stejnoměrně k nule pro i → ∞. Pak aproximace dané schématem (31) konverguj́ı ste-
jnoměrně v [0, 1]× [0, T ] k řešeńı rovnice (1) s konzistentńımi okrajovými a počátečńımi
podmı́nkami.

D̊ukaz. Dle definice chyby diskretizace je pro enj = Un
j − u(xj, tn)

(1 + 2 θ µ) en+1
j = θ µ (en+1

j−1 + en+1
j+1 ) + (1− θ)µ (enj−1 + enj+1)(34)

+ [1− 2 (1− θ)µ] enj − τ ε
n+1/2
j , j = 1, 2, . . . , J − 1, n = 0, 1, 2, . . . .

Předpokládejme nejprve, že e0j = 0, j = 0, . . . , J , en0 = enJ = 0, n = 0, 1, 2, . . . a označme

‖en‖∞ = max
j=0,...,J

|enj | , ‖εn+1/2‖∞ = max
j=1,...,J−1

|εn+1/2
j | .

Pak
(1 + 2 θ µ) ‖en+1‖∞ ≤ 2 θ µ ‖en+1‖∞ + ‖en‖∞ + τ ‖εn+1/2‖∞ ,
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a tud́ıž ‖en+1‖∞ ≤ ‖en‖∞ + τ ‖εn+1/2‖∞, z čehož plyne

‖en‖∞ ≤ τ

n−1∑
m=0

‖εm+1/2‖∞ ≤ n τ max
m=0,...,n−1

‖εm+1/2‖∞ → 0 pro i→∞ .

Předpokládejme nyńı, že chyby v okrajových a počátečńıch podmı́nkách jsou nenulové,
tj.

(35) e0j = η0j , j = 0, . . . , J , en0 = ηn0 , e
n
J = ηnJ , n = 0, 1, 2, . . . .

Pak enj = ēnj +ẽnj , kde ēnj splňuje (34) s homogenńımi počátečńımi a okrajovými podmı́nka-
mi a ẽnj splňuje (33) a (35). Pak ‖ēn‖∞ splňuje předchoźı odhad a ‖ẽn‖∞ ≤ max{|ηm0 |, 0 ≤
m ≤ n ; |η0j |, 0 ≤ j ≤ J ; |ηmJ |, 0 ≤ m ≤ n} dle předchoźı věty. �

Podmı́nka pro platnost principu maxima je mnohem v́ıce omezuj́ıćı než podmı́nka
stability plynoućı z Fourierovy analýzy. Např́ıklad pro θ = 1

2
dostáváme µ ≤ 1.

Princip maxima představuje alternativńı prostředek pro źıskáńı podmı́nek stability.
Oproti Fourierově analýze má tu výhodu, že ho lze snadno aplikovat i na úlohy s nekon-
stantńımi koeficienty. Avšak snadné je odvodit pouze postačuj́ıćı podmı́nky stability.
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