Numerické reSeni rovnice vedeni tepla

V této casti se budeme zabyvat numerickym feSenim smiSené tlohy pro rovnici vedeni
tepla v jedné prostorové dimenzi. Hleddme funkci u = u(z,t) definovanou pro z € [0,1] a
t > 0 takovou, ze

(1) Up — Ugy = 0 v (0,1) x R™|
() w(0,8) = u(l,t) =0 V>0,
(3) u(z,0) =u’(z)  Vaxelo1].

Budeme predpoklddat, ze tloha (1)—(3) ma klasické feseni. To mimo jiné vyzaduje, aby
u’(0) = u°(1) = 0.

Ulohy tohoto typu popisuji sifeni tepla v tenké izolované homogenni tyci konecné
délky bez pritomnosti tepelnych zdroji. Uloha typu (1)—(3) téz popisuje siteni tepla
napti¢ nekonec¢nou deskou, pricemz x je souradnice kolma ke sténam desky, na kazdé z
nichz je predepsana konstantni teplota.

Poznamka 1 Transformaci v(z,t) = u(x,kt) + a (1 — ) + f = ziskdme tlohu s tepelnou
difuzivitou xk a nehomogennimi Dirichletovymi okrajovymi podminkami:

Vi — KUgp = 0 v (0,1) x R,
v(0,t) =a, v(l,t)=p Vi>0,
v(x,0) =0"(z) =u’(z) + (1l —2) + B Vazel0,1].
Uvazovani £ = 1 a homogennich okrajovych podminek v (1)—(3) tedy nepfedstavuje

ijmu na obecnosti. Podobné lze téz jednoduchou transformaci proménné x ptejit k tloze
definované na libovolném zadaném prostorovém intervalu.

Reseni tilohy (1)—(3) Fourierovou metodou

Hledejme teseni tlohy (1)—(3) ve tvaru u(x,t) = X(x)T(t). Dosazenim do (1) a (2)
snadno zjistime, ze

m)

w(z,t) = am e ™ sin(m o x)

pro néjaké m € N a a,, € R. Rovnice (1) a (2) splauje zfejmé i libovolna linearni
kombinace téchto funkci. Nabizi se tedy hledat Teseni u ve tvaru

(4) u(z,t) = Z €M) sin(mmz) .
m=1
Z pocateéni podminky (3) plyne

(5) u’(z) = Z Ay, sSin(mmx),

m=1



a tudiz koeficienty a,, jsou Fourierovy koeficienty funkce u” pii rozvoji do sinové fady.
Plati

1
Ay = 2 / u’(z) sin(mmz)dr.
0

Je znamo, Ze pro libovolné u® € L?(0,1) fada (5) konverguje v L?(0,1). Soucet rady (4)
je pak nekonecné hladkd funkce v [0,1] x RT, kterd resi parcidlni diferencidlni rovnici
(1) a spliuje okrajovou podminku (2). Pokud fada Fourierovych koeficientu a,, konver-
guje absolutng, je soucet fady (4) spojita funkce na [0,1] x R{, kterd splituje pocdtecnt
podminku (3). K tomu staci, aby funkce u® byla absolutné spojitd na [0, 1], (u®) € L?*(0,1)
a u’(0) = u°(1) = 0 (konzistence s okrajovou podminkou).

V praxi vysledek (4) umoznuje ziskat pouze numerickou aproximaci feseni u, nebot’
koeficienty a,, jsme obecné schopni ur¢it pouze priblizné a navic jsme schopni secist pouze
konecné mnoho ¢lenu fady. Skuteénym omezenim uvedené metody vsak je, ze ji nelze
snadno zobecnit na komplikovanéjsi tlohy. Je proto nutné hledat jiné zpusoby vypoctu
ptiblizného feseni tlohy (1)—(3) a jednim z moznych postupt je aplikace metody koneénych
diferenci.

Explicitni schéma pro tlohu (1)—(3)

Podobné jako drive zavedeme rovnomérnou sit’, kterou pokryjeme vypocetni oblast. Inter-
val [0, 1] nejprve rozdélime na J € N intervalu stejné délky h = 1/.J, éimz vzniknou body
x; =jh,5=0,1,2,...,J. Kromé prostorového kroku sité h zavedeme téz casovy krok
sité 7 > 0 a definujeme ¢asové hladiny ¢, = n7, n = 0,1,2,.... Reseni u tlohy (1)-(3)
aproximujeme v uzlech sité (z;,t,) hodnotami U}, kde j =0,1,2,...,Jan=0,1,2,....
Opét polozime uf = u(z;,t,).

Uvazujeme-li rovnici (1) v uzlu (z;,t,) s j € {1,...,J — 1} an € Ny, muzeme provést
nasledujici aproximace:

n 2, n n 271N
AthUj B (quj - A+tUj B 51‘Uj

0= (ut — Ugy)(25,t,) =

T 2 T h?
To vede k diferen¢nim rovnicim
(6) Ut =0 +p (U, =207+ U ),  j=1,2,...,0—1,
kde
-
= w2

Kazdou hodnotu na ¢asové hladiné ¢,,.1 lze nezévisle spoc¢itat z hodnot na ¢asové hladiné
t,, a proto se takova metoda nazyva explicitni diferencéni schéma.
K rovnicim (6) musime jesté pridat okrajové a pocatecni podminky
(7) Uy =U}=0, n=12,...,
(8) U)=u’(x;), j=0,1,...,J.

Hodnoty ptiblizného teseni ziskame tak, Ze nejprve definujeme hodnoty U ]Q pomoci (8)
a pak evolucné pocitame hodnoty priblizného feseni na nasledujicich ¢asovych hladinach



z rovnic (6) a okrajovych podminek (7). Piiblizné feseni U} je tedy vztahy (6)-(7)
jednoznacné urceno.

Cviceni 1 Uvazugte schéma (6)—(7) pro ilohu (1)-(3) s poédtecni podminkou

2x pro z € [0, 3],
(x) = [0, 3]
2—2x pro x€[31].

DO

N[ =

Zvolte J = 20 a proved’te vypocet pro 7 = 0.0012 a 7 = 0.0013.

Provedeme-li vypocty z cviceni 1, zjistime, ze pro 7 = 0.0012 ziskdme dobrou aproxi-
maci feseni ulohy (1)—(3), zatimco pro 7 = 0.0013 se v piiblizném feseni objevi oscilace,
které se zvétsujicim se n rychle rostou. Jednd se o typicky piiklad stability ¢i nestabili-
ty numerického schématu. Jak uvidime pozdéji, numerické vysledky zasadné zaviseji na
hodnoté p, tj. na vztahu mezi prostorovym a casovym krokem.

Chyba diskretizace schématu (6) je dana vztahem

n 2,n
n A+tuj B 5$Uj

e =
T h?

j
proje{l,....,J—1}an €Ny Jeliz € [h,1 — h] at >0, muzeme téz polozit

Ay u(x,t S2u(x,t
5h,7<x7t) = = 7_< ) o }52 ) ’

Pak % = e, (2}, t,). Pouzitim Taylorova vzorce ziskdme
E:h,T(x?t) = %utt<x777) T = % uxwwx(é-?t) h2 ) g S (.Z' - h’a T+ h)v ne (t?t+ T) :

Predpokladdme-li, ze existuji konstanty M; a My takové, ze |uy| < My, |Uppee] < Ms na
[0,1] x [0,T], kde T > 0 je pevné zvoleny ¢as, pak

(9) €h’7—(.13,t)’ < %MlT—F%MQhQ = %T (M1 +$M2) Ve [h,l —h] X [O,T—T]
Vidime tedy, ze pro pevny pomér p se ep, chovéd jako O(T) pro 7 — 0. Rikdme, ze
schéma je pruniho Tddu presnosti (1ze téz Fici, ze schéma je prvniho fadu presnosti v case

a druhého tadu pfesnosti v prostoru).

Poznamka 2 Jelikoz uy = gy, j€ Uy = Uppr = (Ut) gz = Ugaaz, & tudiz
enrl,t) = 3 (1= ) taran(w,8) 7+ O(72).

Pro p = % je tedy schéma druhého radu piresnosti. Jedna se ale o velmi specialni pripad,
se kterym se v obecnéjsich situacich nesetkame.



Konvergence explicitniho schématu

Véta 1 Uvazugme posloupnost (h;, ;) — (0,0) pro i — oo a predpokladejme, Ze p; =
7i/h? < 5. Necht’ T > 0 a |uw| < My, [tgges] < Ms v [0,1] x [0,T]. Pak pro libovolng
bod (z,t) € [0,1] x [0, T] a libovolnou posloupnost (j;,n;) € N x N takovou, Ze j; h; — x,
n; 7, — t, konverguji aprozimace U} generované explicitnim schématem (6)—(7) k resent
u(z,t), pricemz tato konvergence je stejnomérnd v [0,1] x [0,T].

Diikaz. Uvazujme libovolnou dvojici h, 7 (7 < T') a libovolny bod (z;,t,) € (0,1) x (0, 7).
Definujme chybu aproximace

ef = Ul —u(zj,tn).
Pak proj=1,...,J — 1 plati

n+1
J

n o __

eft =e tpulefy, —2ef +ej | —Te], kde &} = e (x),tn).
Definujeme-li ||e"||,, = max;—;,_j—1 |e]'|, pak (diky ef = €’} = 0)

le" Moo < (11 =2p +20) [l oo + 7 "l < Nl oo + 7 lle™lloo -

Jelikoz e = U —u®(z;) =0,1=0,...,J, dostdvdme

n—1
leloe <7 30 ¥l <t max [l
—o =0,...,n—

Pouzitim (9) ziskdvame
UP — u(xj, tn)| < T (5 My7+ 15 My h?).

Tvrzeni nyni plyne ze spojitosti u na [0, 1] x [0, 7. O

Fourierova analyza chyby

Vime, zZe teseni tlohy (1)-(3) lze zapsat ve tvaru Fourierovy fady (4). Ukdzeme, ze
v podobném tvaru lze zapsat i pfiblizné feseni splaujici (6)—(7). Za tim ucelem zapiSeme
fady (4) a (5) pomoci komplexnich exponenciel:

(10) u(w,t) = Y Agemremmit
(11) w(z) = > Apemr

Polozime-li u°(z) = —u®(—x) pro z € [-1,0), pak

1
An = —/ u’(z) e ™ dg

1



Snadno se ovéii, ze pro m € N je A,, = —A_,, = —ia,,/2. Budeme piedpokladat, ze
Fourierova fada (11) je absolutné konvergentni, tj.

o0

(12) Z | A, < 0.

m=—00

Jak vime, postacujici podminkou pro to je, aby funkce u° byla absolutné spojitd na [0, 1],
(u®) € L*(0,1) a u®(0) =u°(1) = 0.
Pfipomenime, 7e funkce '™ 7#~ ("™t jsou fesenimi rovnice (1). V uzlech sité plati

) - 5 . o qn
elmmT; (mm)?tn _ elkjh |:€ k T] :

kde jsem zavedli vinové ¢islo k = mm. V analogii k tomu se muzeme ptat, kdy

an — €1k]h>\n

fesi diferen¢ni rovnici (6). Dosazenim do (6) ziskdme
eikjh )\n—!—l — 6ikjh A" [1 +M(€ikh — 24 e—ikh)]7

a tudiz

(13) )\E)\(k‘)zl—Qu[l—cos(k‘h)}:1—4usin2%.

Cislo A(k) se nazyva amplifikacni (zesilujici) faktor ¢lenu Fourierovy fady. Nasledujici
véta ukazuje, ze priblizné feseni U' muzeme zapsat ve tvaru podobném jako w.

Véta 2 Necht’ sit’ovd funkce U} spliuge (6)(8). Pak

(14) U= > Ane™ " Nmm)",  j=01,...,J, n>0.

m=—00

Diikaz. Jelikoz amplifika¢ni faktory jsou omezené a plati (12), konverguje rada (14) ab-
solutné, a jelikoz kazdy jeji ¢len tesi diferenéni rovnici (6), Tesi i soucet rady (14) rovnici
(6). Déle pro kazdé m € N plati A, [A(mn)]" = —A_,, [\(—m7)]", a tudiz je pro j =0
a j = J souctem rady 0. Jsou tedy splnény okrajové podminky (7). Koneéné pro n =0
se fada (14) redukuje na tadu (11) s = = jh, a soucet fady tudiz spliuje i pocatecni
podminku (8). O

Poznamka 3 Vsimnéme si, ze z vlastnosti amplifika¢niho faktoru a koeficientu A,, plyne,
ze fadu (14) lze téz prepsat do tvaru

[e.9]

(15) U= amsin(mmjh) [Amm)]",  j=0,1,....0, n>0.

J
m=1



