
Všimněme si, že pro schéma tvaru uvažovaného ve větě 2 se informace během jednoho
časové kroku rozš́ı̌ŕı o prostorový krok h. Numerická rychlost š́ı̌reńı informace je tud́ıž
h/τ . Uvedená nerovnost tedy ř́ıká, že numerická rychlost š́ı̌reńı muśı být větš́ı nebo rovna
rychlosti š́ı̌reńı odpov́ıdaj́ıćı uvažované parciálńı diferenciálńı rovnici. Pokud diferenčńı
schéma nemůže š́ı̌rit řešeńı alespoň tak rychle, jako se š́ı̌ŕı řešeńı parciálńı diferenciálńı
rovnice, nemůže řešeńı schématu konvergovat k řešeńı parciálńı diferenciálńı rovnice.

Na CFL podmı́nku se lze d́ıvat též jako na nutnou podmı́nku stability diferenčńıho
schématu. Obecně neńı pro stabilitu postačuj́ıćı, ale jej́ı velkou přednost́ı je jej́ı jednodu-
chost. Umožňuje tak vyřadit řadu diferenčńıch schémat s nepatrnou námahou věnovanou
jejich vyšetřováńı. Teprve schémata, která splňuj́ı CFL podmı́nku je vhodné vyšetřovat
podrobněji použit́ım kritéríı, která jsou pro jejich stabilitu postačuj́ıćı.

Vrát́ıme-li se ke schémat̊um (4)–(8), pak vid́ıme, že ve všech př́ıpadech je nutno splnit
podmı́nku |a τ/h| ≤ 1. To vysvětluje, proč schéma (8) vede pro úlohu ze cvičeńı 1 při
h = 0.05 a τ = 0.08 k oscilaćım. Je též zřejmé, že schéma (4) nelze pro úlohu ze cvičeńı 1
použ́ıt, nebot’ oblast závislosti parciálńı diferenciálńı rovnice nelež́ı v oblasti závislosti
schématu. Oscilace lze pozorovat též v př́ıpadě schématu (6) při splněńı CFL podmı́nky.
Vyšetřeme proto stabilitu tohoto schématu pomoćı Fourierovy metody (tj. proved’me von
Neumannovu analýzu stability).

Rigorózńı postup určeńı amplifikačńıho faktoru schématu (6) spoč́ıvá ve vyjádřeńı
přibližného řešeńı pomoćı jeho Fourierovy transformace a využit́ı ortonormality funkćı
{ei ξ j h}j∈Z. Viděli jsme však, že formálně lze amplifikačńı faktor jednokrokového schématu

źıskat nahrazeńım přibližného řešeńı śıt’ovou funkćı λ(ξ)n ei ξ j h. Dosazeńım této funkce
za Un

j ve schématu (6) źıskáme

λ(ξ) = 1 +
ν

2

(
e−i ξ h − ei ξ h

)
= 1− i ν sin(ξ h) .

Pro libovolnou śıt’ a každé ξ, pro které sin(ξ h) 6= 0, je tedy |λ(ξ)| > 1. Pro každý
proces zjemňováńı, při němž je ν pevné, je proto schéma nestabilńı. Vid́ıme tedy, že CFL
podmı́nka skutečně neńı pro stabilitu postačuj́ıćı.

Jak jsme viděli, při a > 0 lze k řešeńı rovnice (1) použ́ıt schéma (5). Bude-li a < 0,
nelze toto schéma použ́ıt, nebot’ neńı splněna CFL podmı́nka, avšak můžeme použ́ıt
schéma (4). To nás vede ke schématu

(9) Un+1
j =

{
(1 + ν)Un

j − ν Un
j+1 , je-li a < 0 ,

ν Un
j−1 + (1− ν)Un

j , je-li a > 0 .

Je-li a nekonstantńı, pak a v (9) znač́ı hodnotu a(xj, tn). Všimněme si, že při a > 0 se
informace š́ı̌ŕı ve směru kladné poloosy x (tj. zleva doprava) a k diskretizaci v prostorovém
bodě xj je využita informace v bodě xj a vlevo od něj. Na druhou stranu při a < 0 se
informace š́ı̌ŕı ve směru záporné poloosy x (tj. zprava doleva) a k diskretizaci v bodě xj
je použita informace v bodě xj a vpravo od něj. Jedná se o tzv. dikretizaci typu upwind ,
kdy k diskretizaci v daném bodě využ́ıváme informaci, která lež́ı proti směru š́ı̌reńı (tj.
která do daného bodu přicháźı).
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Obr. 3: Odvozeńı schématu (9) pomoćı charakteristik.

Je-li |a τ/h| ≤ 1, splňuje schéma (9) CFL podmı́nku. Proved’me též von Neumannovu
analýzu stability (při konstantńım a). Dosazeńım Un

j := λ(ξ)n ei ξ j h do schématu (9)
dostaneme

(10) λ(ξ) = 1− |ν|+ |ν| cos(ξ h)− i ν sin(ξ h) ,

z čehož plyne, že

(11) |λ(ξ)|2 = 1− 4 |ν| (1− |ν|) sin2 ξ h

2
.

Zjǐst’ujeme tedy, že |λ(ξ)| ≤ 1 pro všechna ξ ∈ R právě tehdy, když |ν| ≤ 1. V tomto
př́ıpadě tedy dává CFL podmı́nka správné meze stability.

Ukažme si ještě jiný zp̊usob odvozeńı schématu (9). Pro jednoduchost uvažujme př́ıpad
a > 0 a necht’ a τ ≤ h. Předpokládejme, že známe hodnoty UA, UB přibližného řešeńı
v uzlech A, B a chceme určit hodnotu UP přibližného řešeńı v uzlu P , viz obr. 3. Charak-
teristika procházej́ıćı uzlem P prot́ıná śıt’ovou př́ımku t = tn v bodě Q lež́ıćım mezi body
A a B. Řešeńı u rovnice (1) splňuje u(P ) = u(Q) a je tedy přirozené definovat hodnotu
UP jako aproximaci u v bodě Q źıskanou pomoćı hodnot UA a UB. Použijeme-li lineárńı
interpolaci, dostaneme vztah

UP =
|BQ|
|AB|

UA +
|AQ|
|AB|

UB .

To je přesně schéma (5), tj. schéma (9) pro a > 0, nebot’ |AB| = h, |BQ| = a τ = ν h a
|AQ| = |AB| − |BQ| = (1− ν)h.

Fázová rychlost a disperze

Uvažujme úlohu (1), (2) s a = const. Definujme Fourierovu transformaci řešeńı u vztahem

û(ξ, t) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

u(x, t) e−i ξ x dx , ξ ∈ R .

Pak
ût + i ξ a û = 0 v R× R+ , û(ξ, 0) = û0(ξ) ∀ ξ ∈ R ,
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kde

û0(ξ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

u0(x) e−i ξ x dx , ξ ∈ R .

Je tedy
û(ξ, t) = û0(ξ) e−i ξ a t

a plat́ı

u(x, t) =
1√
2 π

∫ ∞
−∞

û(ξ, t) ei ξ x dξ =
1√
2 π

∫ ∞
−∞

û0(ξ) ei ξ (x−a t) dξ = u0(x− a t) .

Z uvedeného plyne, že

(12) û(ξ, t+ τ) = û(ξ, t) e−i ξ a τ .

Během jednoho časového kroku se tedy fáze Fourierovy transformace řešeńı úlohy (1), (2)
změńı o −ξ a τ . Všimněme si též, že pro libovolné ξ ∈ R je |û(ξ, t)| = |û0(ξ)|, tj. amplituda
libovolného Fourierova členu je v čase konstatńı.

V diskrétńım př́ıpadě je

Un
j =

1√
2 π

∫ π/h

−π/h
Ûn(ξ) ei ξ j h dξ , kde Ûn(ξ) =

1√
2 π

∞∑
j=−∞

hUn
j e
−i ξ j h .

Všimněme si, že interval [−π/h, π/h] obsahuje všechny frekvence, které lze na śıti s krokem
h reprezentovat, nebot’ pro libovolné k ∈ Z je

ei (ξ+
2π
h
k) j h = ei ξ j h ei 2π k j = ei ξ j h .

Pro libovolné jednokrokové diferenčńı schéma plat́ı Ûn+1(ξ) = λ(ξ) Ûn(ξ). Vzhledem ke
vztahu (12) je tedy žádoućı, aby λ(ξ) byla dobrá aproximace e−i ξ a τ . Abychom tato dvě
č́ısla mohli lépe porovnat, zaṕı̌seme amplifikačńı faktor ve tvaru λ(ξ) = |λ(ξ)| e−i ξ α(ξ) τ .
Hodnota |λ(ξ)| vyjadřuje pokles amplitudy složky přibližného řešeńı o frekvenci ξ během
jednoho časového kroku. Jelikož, jak jsme viděli, pro přesné řešeńı libovolný Fourier̊uv
člen neńı tlumený, požadujeme, aby |λ(ξ)| bylo bĺızké hodnotě 1. Veličina α(ξ) se nazývá
fázová rychlost . Je to rychlost, kterou diferenčńı schéma š́ı̌ŕı vlny o frekvenci ξ. Pokud by
bylo α(ξ) = a pro všechna ξ, pak by se vlny š́ı̌rily správnou rychlost́ı, avšak s t́ım se obecně
nesetkáme u žádného z diferenčńıch schémat. Rychlost α(ξ) je pouze aproximaćı a a je
obecně r̊uzná pro r̊uzné hodnoty ξ, což se projevuje deformaćı tvaru řešeńı diferenčńıho
schématu. Jev, kdy se vlny o r̊uzných frekvenćıch pohybuj́ı r̊uznými rychlostmi, se nazývá
disperze. Rozd́ıl a− α(ξ) se nazývá fázová chyba.

Fázovou rychlost můžeme určit ze vztahu

tan(ξ α(ξ) τ) = −Imλ(ξ)

Reλ(ξ)
.

Je-li |λ(ξ)| = 1, plat́ı sin(ξ α(ξ) τ) = −Imλ(ξ). Fázovou chybu je vhodné vyšetřovat
zejména pro malé hodnoty ξ h, nebot’ vlny s takovýmito frekvencemi lze na śıti s krokem
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h dobře aproximovat. Přitom můžeme využ́ıt následuj́ıćı vztahy pro poč́ıtáńı s malými
č́ısly:

1

1 + x
= 1− x+O(x2) , sinx = x

(
1− x2

6
+O(x4)

)
, cosx = 1− x2

2
+O(x4) ,

tanx = x

(
1 +

x2

3
+O(x4)

)
, tan−1 y = y

(
1− y2

3
+O(y4)

)
.

Př́ıklad 1 Vyšetřeme fázovou chybu pro schéma (9).

Řešeńı: Podle (10) a výše uvedených vztah̊u je

tan(ξ α(ξ) τ) =
ν sin(ξ h)

1− |ν|+ |ν| cos(ξ h)
=
ν ξ h

(
1− (ξ h)2

6
+O((ξ h)4)

)
1− |ν| (ξ h)2

2
+O((ξ h)4)

= ν ξ h

[
1−

(
1

6
− |ν|

2

)
(ξ h)2 +O((ξ h)4)

]
,

z čehož plyne (je ν ξ h = ξ a τ)

α(ξ) = a

[
1−

(
1

6
− |ν|

2

)
(ξ h)2 +O((ξ h)4)

](
1− ν2

3
(ξ h)2 +O((ξ h)4)

)
= a

[
1− 1

6
(1− |ν|) (1− 2 |ν|) (ξ h)2 +O((ξ h)4)

]
.

Vid́ıme, že fázová chyba je řádu (ξ h)2 a znaménko záviśı na ν. Pro |ν| ∈ (1
2
, 1) docháźı

k předb́ıháńı a pro |ν| ∈ (0, 1
2
) ke zpožd’ováńı fáze. Pro |ν| = 1

2
je chyba fáze nulová

(v tomto př́ıpadě je λ(ξ) = cos
(
ξ h
2

)
e−i ξ a τ ). Pro |ν| = 1 je λ(ξ) = e−i ξ a τ , a schéma tud́ıž

dává přesné řešeńı.
Ze vztahu (11) vid́ıme, že kromě př́ıpadu |ν| = 1 docháźı u upwind schématu (9) vždy

k chybě v amplitudě řádu (ξ h)2 v jednom časovém kroku, což vede ke globálńı chybě
řádu ξ h (na daném časovém intervalu [0, T ]). Pro většinu problémů je takovéto tlumeńı
nepřijatelné.

V př́ıpadě Laxova–Friedrichsova schématu (8) je

λ(ξ) = cos(ξ h)− i ν sin(ξ h) , |λ(ξ)|2 = 1− (1− ν2) sin2(ξ h) .

Schéma je tedy stabilńı pro |ν| ≤ 1, tj. opět pro ty hodnoty ν, pro něž je splněna CFL
podmı́nka. Tlumeńı je stejného řádu jako u schématu (9), avšak pokles amplitudy je
v́ıce než dvojnásobný (v jednom časovém kroku zhruba (1 + |ν|)(1 − |ν|)(ξ h)2 namı́sto
|ν|(1− |ν|)(ξ h)2 u schématu (9)). Analogicky jako výše dostaneme

α(ξ) = a

[
1 +

1

3
(1− ν2) (ξ h)2 +O((ξ h)4)

]
.

Kromě př́ıpadu |ν| = 1, kdy Laxovo–Friedrichsovo schéma dává stejně jako schéma (9)
přesné řešeńı, docháźı tedy vždy k předb́ıháńı fáze.
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Chyba diskretizace

Chyba diskretizace je chyba, které se dopoušt́ıme, když derivace v diferenciálńı rovnici
nahrad́ıme diferenčńımi kvocienty. Źıskáme ji dosazeńım přesného řešeńı do numerického
schématu ve tvaru odpov́ıdaj́ıćım nahrazeńı derivaćı diferenčńımi kvocienty a odečteńım
pravé strany od levé.

Jako př́ıklad uvažujme schéma (4) pro numerické řešeńı rovnice (1). Pro definici chyby
diskretizace použijeme tvar schématu s diferenčńımi uvedený v (4) vlevo, nikoli ekviva-
lentńı tvar Un+1

j = (1 + ν)Un
j − ν Un

j+1, který je vhodný pro provedeńı von Neumannovy
analýzy. Chyba diskretizace je pak dána vztahem

εnj =
un+1
j − unj
τ

+ a
unj+1 − unj

h
,

kde unj = u(xj, tn). Tento vztah můžeme též psát ve tvaru

εnj =
∆+t u

n
j

τ
+ a

∆+x u
n
j

h
.

Můžeme take zavést chybu diskretizace εh,τ (x, t), která je definována v každém bodě (x, t)
výpočetńı oblasti, pro nějž (x+ h, t) a (x, t+ τ) též lež́ı ve výpočetńı oblasti, vztahem

εh,τ =
∆+t u

τ
+ a

∆+x u

h
.

Zřejmě εnj = εh,τ (xj, tn). Je-li u dvakrát spojitě derivovatelné, pak použit́ım Taylorova
vzorce źıskáme

(13) εh,τ (x, t) =
1

2
utt(x, η) τ +

a

2
uxx(ξ, t)h ,

kde ξ ∈ (x, x+h) a η ∈ (t, t+τ). Ř́ıkáme, že schéma je prvńıho řádu přesnosti v prostoru
i v čase.

U každého schématu je základńım požadavkem, aby chyba diskretizace konvergovala
k nule pro h, τ → 0. Pak ř́ıkáme, že schéma je konsistentńı s řešenou diferenciálńı rovnićı.

Chyba aproximace

Chyba aproximace je definována vztahem enj = Un
j − unj , kde Un

j je přibližné řešeńı a unj
je aproximované přesné řešeńı v uzlu (xj, tn).

Všimněme si, že chyba aproximace je řešeńım př́ıslušného schématu s pravou stranou
nahrazenou −εnj nebo násobkem této hodnoty (v závislosti na použitém tvaru schématu).
Např. v př́ıpadě schématu (4) máme

en+1
j − enj
τ

+ a
enj+1 − enj

h
= −εnj ,

resp.

(14) en+1
j = (1 + ν) enj − ν enj+1 − τ εnj .
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