Vsimnéme si, ze pro schéma tvaru uvazovaného ve vété 2 se informace béhem jednoho
casové kroku rozsiti o prostorovy krok h. Numericka rychlost $iteni informace je tudiz
h/7. Uvedend nerovnost tedy ikd, Ze numericka rychlost sireni musi byt vétsi nebo rovna
rychlosti siteni odpovidajici uvazované parcialni diferencidlni rovnici. Pokud diferencéni
schéma nemuze §itit TeSeni alespon tak rychle, jako se Siti feSeni parcidlni diferencidlni
rovnice, nemuze feSeni schématu konvergovat k feseni parcialni diferencialni rovnice.

Na CFL podminku se lze divat téz jako na nutnou podminku stability diferencniho
schématu. Obecné neni pro stabilitu postacujici, ale jeji velkou prednosti je jeji jednodu-
chost. Umoznuje tak vyradit fadu diferen¢nich schémat s nepatrnou namahou vénovanou
jejich vysettovani. Teprve schémata, ktera splnuji CFL podminku je vhodné vysetiovat
podrobnéji pouzitim kritérii, ktera jsou pro jejich stabilitu postacujici.

Vratime-li se ke schématum (4)—(8), pak vidime, ze ve vSech piipadech je nutno splnit
podminku |a7/h| < 1. To vysvétluje, pro¢ schéma (8) vede pro tlohu ze cviceni 1 pfi
h =0.05a 7 = 0.08 k oscilacim. Je téz zfejmé, Ze schéma (4) nelze pro ulohu ze cviceni 1
pouzit, nebot’ oblast zavislosti parcidlni diferencialni rovnice nelezi v oblasti zavislosti
schématu. Oscilace lze pozorovat téz v pripadé schématu (6) pii splnéni CFL podminky.
Vysetfeme proto stabilitu tohoto schématu pomoci Fourierovy metody (tj. proved me von
Neumannovu analyzu stability).

Rigorézni postup uréeni amplifikacniho faktoru schématu (6) spoc¢iva ve vyjadieni
priblizného teseni pomoci jeho Fourierovy transformace a vyuziti ortonormality funkei
{e'¢9"} oz Videli jsme vsak, ze formalneé lze amplifikacni faktor jednokrokového schématu
ziskat nahrazenim pfiblizného feseni sit’ovou funkei A\(£)"e'¢7". Dosazenim této funkce
za U} ve schématu (6) ziskdme

AE) =1+ g (716" — ¢€h) =1 iy sin(¢h).
Pro libovolnou sit’ a kazdé &, pro které sin(§h) # 0, je tedy |[A(&)] > 1. Pro kazdy
proces zjemnovani, pti némz je v pevné, je proto schéma nestabilni. Vidime tedy, ze CFL
podminka skuteéné neni pro stabilitu postacujici.

Jak jsme videéli, pti a > 0 lze k Feseni rovnice (1) pouzit schéma (5). Bude-li a < 0,
nelze toto schéma pouzit, nebot’ neni splnéna CFL podminka, avsak muzeme pouzit
schéma (4). To nés vede ke schématu
© U;”l: (1tu)Uj —ijJri, %e—lT a<0,

vUr +(1=v)U}, jeli a>0.

Je-li a nekonstantni, pak a v (9) znaci hodnotu a(z;,t,). Vsimnéme si, ze pii a > 0 se
informace $ii{ ve sméru kladné poloosy x (tj. zleva doprava) a k diskretizaci v prostorovém
bodé z; je vyuzita informace v bodé z; a vlevo od n¢j. Na druhou stranu pii a < 0 se
informace $if{ ve sméru zaporné poloosy z (tj. zprava doleva) a k diskretizaci v bodé z;
je pouzita informace v bodé z; a vpravo od néj. Jednd se o tzv. dikretizaci typu upwind,
kdy k diskretizaci v daném bodé vyuzivame informaci, kterd lezi proti smeéru sifeni (tj.
kterd do daného bodu prichazi).
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Obr. 3: Odvozeni schématu (9) pomoci charakteristik.

Je-li |a7/h| < 1, spliuje schéma (9) CFL podminku. Proved’me téz von Neumannovu

analyzu stability (pfi konstantnim a). Dosazenim U := A(£)" '¢/" do schématu (9)
dostaneme
(10) AE) =1—|v|+ |v|cos(§h) —iv sin(h),

z ¢ehoz plyne, ze
h
(1) MOP =1 -4l (1~ ) sin? &

Zjist'ujeme tedy, ze |A\(§)| < 1 pro vSechna & € R pravé tehdy, kdyz |v| < 1. V tomto
piipadé tedy dava CFL podminka spravné meze stability.

Ukazme si jesté jiny zpusob odvozeni schématu (9). Pro jednoduchost uvazujme piipad
a > 0 a necht’” a7 < h. Predpokldadejme, ze zndme hodnoty Uy, Up priblizného feSeni
v uzlech A, B a chceme urcit hodnotu Up priblizného teseni v uzlu P, viz obr. 3. Charak-
teristika prochazejici uzlem P protina sit’ovou piimku ¢t = ¢,, v bodé () lezicim mezi body
A a B. Reseni u rovnice (1) spliiuje u(P) = u(Q) a je tedy piirozené definovat hodnotu
Up jako aproximaci v v bodé @) ziskanou pomoci hodnot Uy a Ug. Pouzijeme-li linedrni
interpolaci, dostaneme vztah

_ |BQ) [AQ)|
Up = 4B Ua+ AB| Up.

To je presné schéma (5), tj. schéma (9) pro a > 0, nebot’ |AB| = h, |BQ| =a1 =vha
|AQ| = |[AB| - |BQ| = (1= v)h.

Fazova rychlost a disperze

Uvazujme tlohu (1), (2) s a = const. Definujme Fourierovu transformaci feseni u vztahem

et = % /_OO W@t e €7 dr,  £eR.

Pak
U +iau=0 v RxRT,  4E0)=u"¢) VEER,



kde

1 OO :
ﬂo(g):\/T_ﬂ/ u’(z) e ¢ dr, £ eR.
Je tedy
ug ) =a’(g) et
a plati
($ t \/_/ gt 1§$d§—m/ ao )eié(rfat)dézu(](x_at).

7 uvedeného plyne, ze

(12) (g, t ) =u t)e

Béhem jednoho ¢asového kroku se tedy faze Fourierovy transformace teseni tlohy (1), (2)
zmén{ 0 —€ a 7. Vsimnéme si téz, ze pro libovolné € € R je [u(&,t)| = [a°(£)], tj. amplituda
libovolného Fourierova c¢lenu je v case konstatni.

V diskrétnim pripadé je

U

‘ )eléihg kd Un(¢ hUP eisit,
! \/27r /W/h ¢ ‘ Z

]—foo

Vsimnéme si, ze interval [—7/h, 7/h] obsahuje v8echny frekvence, které lze na siti s krokem
h reprezentovat, nebot’ pro libovolné k € Z je
_ pi€ih 2Tk _ Li&jh
Pro libovolné jednokrokové diferenén{ schéma plati U+ () = (&) U™(€). Vzhledem ke
vztahu (12) je tedy Zddouci, aby A(£) byla dobra aproximace e'¢47. Abychom tato dvé
¢isla mohli lépe porovnat, zapiseme amplifikacni faktor ve tvaru A(€) = |\(€)|e 1 ¢@) T,
Hodnota |A(£)| vyjadiuje pokles amplitudy slozky ptiblizného feseni o frekvenci £ béhem
jednoho ¢asového kroku. Jelikoz, jak jsme vidéli, pro presné reseni libovolny Fourieruv
¢len neni tlumeny, pozadujeme, aby |\(£)| bylo blizké hodnoté 1. Velicina «(§) se nazyva
fdzova rychlost. Je to rychlost, kterou diferen¢ni schéma siti viny o frekvenci €. Pokud by
bylo a (&) = a pro v8echna &, pak by se viny §itily spravnou rychlosti, avsak s tim se obecné
nesetkdme u zddného z diferen¢nich schémat. Rychlost «(§) je pouze aproximaci a a je
obecné ruznd pro ruzné hodnoty &, coz se projevuje deformaci tvaru reseni diferenc¢niho
schématu. Jev, kdy se vlny o ruznych frekvencich pohybuji ruznymi rychlostmi, se nazyva
disperze. Rozdil a — () se nazyva fdzovd chyba.

Fazovou rychlost muzeme urcit ze vztahu

ImA(¢)
ReA(€)”

tan(§ a(§) 7) = —

Je-li [A(&)| = 1, plati sin(§ (&) 7) = —Im A(§). Fézovou chybu je vhodné vysetiovat
zejména pro malé hodnoty £ h, nebot’ viny s takovymito frekvencemi lze na siti s krokem
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h dobte aproximovat. Ptritom muzeme vyuzit nasledujici vztahy pro pocitani s malymi
cisly:

! =1-2+0(z%), sinz=ux 1—x—2+0(x4) cosx—l—x—2+0(x4)
l+z ’ B 6 ’ 2 ’
22 2
tanx = x (1 + 3 +O(x4)) : tan 'y =y (1 Y —|—O(y4)> :

Priklad 1 Vysetreme fazovou chybu pro schéma (9).
Reseni: Podle (10) a vyse uvedenych vztahii je
£h)?
v sin(€ h) veh (1= S22 1 o((enY)
tan(f&(g) 7-) = 1 _ h = (gh)Q 4
V| + [v| cos(E h) 1—|v| ¥ 1 0((eh)b)

—ven|i- (-2 enp s oren].

z ¢ehoz plyne (je vEh =EaT)

o© =a[1- (5 - ) e+ oen) (1- 5 enr+oren)

—a|L- G- D - 2phEn? +oen?)

Vidime, ze fézové chyba je fadu (£ h)? a znaménko zévisi na v. Pro |v| € (3,1) dochézi
k predbihdni a pro |v| € (0,3) ke zpozd'ovéni faze. Pro |v| = 1 je chyba fdze nulovd
(v tomto pitpadeé je A(€) = cos () e71¢27). Pro |[v| = 1 je A(€) = e7¢%7, a schéma tudiz
dava presné feseni.

Ze vztahu (11) vidime, ze kromé piipadu |v| = 1 dochédzi u upwind schématu (9) vzdy
k chybé v amplitudé fadu (£h)? v jednom casovém kroku, coz vede ke globalni chybé
fadu ¢ h (na daném casovém intervalu [0, 7). Pro vétsinu problému je takovéto tlumeni
neprijatelné.

V piipadé Laxova—Friedrichsova schématu (8) je

M) = cos(Eh) —ivsin(Eh), INEP=1—(1—0v?) sin®(€h).

Schéma je tedy stabilni pro |v| < 1, tj. opét pro ty hodnoty v, pro néz je splnéna CFL
podminka. Tlumeni je stejného fddu jako u schématu (9), avsak pokles amplitudy je
vice nez dvojnésobny (v jednom ¢asovém kroku zhruba (1 + |v|)(1 — |v|)(£ h)? namisto
lv|(1 — |v])(€ h)? u schématu (9)). Analogicky jako vySe dostaneme

0§ =a |1+ (1= ) () +0((En")]

Kromé piipadu |v| = 1, kdy Laxovo—Friedrichsovo schéma déva stejné jako schéma (9)
presné Teseni, dochazi tedy vzdy k predbihani faze.
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Chyba diskretizace

Chyba diskretizace je chyba, které se dopoustime, kdyz derivace v diferencialni rovnici
nahradime diferen¢nimi kvocienty. Ziskame ji dosazenim ptesného reseni do numerického
schématu ve tvaru odpovidajicim nahrazeni derivaci diferencnimi kvocienty a odectenim
pravé strany od levé.

Jako piiklad uvazujme schéma (4) pro numerické feseni rovnice (1). Pro definici chyby
diskretizace pouzijeme tvar schématu s diferenénimi uvedeny v (4) vlevo, nikoli ekviva-
lentni tvar U ;‘“ =(1+v)U I —v U, ktery je vhodny pro provedeni von Neumannovy
analyzy. Chyba diskretizace je pak dana vztahem

n+l _

kde u} = u(z;,t,). Tento vztah muzeme téz psat ve tvaru

o A_Hg U? a A+I U?
J T h
Muzeme take zavést chybu diskretizace e, ,(, t), kterd je definovana v kazdém bodé (z, t)
vypocetni oblasti, pro néjz (z + h,t) a (x,t + 7) téz lezi ve vypocetni oblasti, vztahem
A AL,
_ 2l Lo 2t u
T h

Ziejmeé €% = ey (v,t,). Je-li u dvakrédt spojité derivovatelné, pak pouzitim Taylorova
vzorce ziskdme

Ehﬂ'

1 a
(13) 5h,7’($7t> = Eutt<x>77)7_+§uxx(57t)h>
kde € € (x,24+h) an € (t,t+7). Rikidme, Ze schéma je prvniho fadu presnosti v prostoru
1V case.
U kazdého schématu je zakladnim pozadavkem, aby chyba diskretizace konvergovala
k nule pro h,7 — 0. Pak fikame, ze schéma je konsistentni s fesenou diferencidlni rovnici.

Chyba aproximace

Chyba aproximace je definovéna vztahem e} = U}' — u}, kde U} je priblizné reseni a u}

je aproximované pfesné feseni v uzlu (x;,t,). ’

Vsimnéme si, ze chyba aproximace je feSenim ptislusného schématu s pravou stranou
nahrazenou —&7 nebo nasobkem této hodnoty (v zdvislosti na pouzitém tvaru schématu).
Napf. v pripadé schématu (4) méme

n+1 n n n
e; ' —e e, — ek
J J Jj+1 J n
T h 77
resp.
n+1 __ n n n
(14) i =(1+v)ef —vej, —Te].



