
Ze vztahu (32) plyne

Ûn(ξ) = Û0(ξ)λ+(ξ)n + γ(ξ)
λ+(ξ)n − λ−(ξ)n

λ+(ξ)− λ−(ξ)
,

kde γ(ξ) = Û1(ξ) − Û0(ξ)λ+(ξ). Použijeme-li k inicializaci schéma (6), je Û1(ξ) = (1 −
i ν sin(ξ h)) Û0(ξ). Použit́ım vztahu

√
1− x = 1− 1

2
x+O(x2) źıskáme

λ±(ξ) = −i ν sin(ξ h)± 1∓ 1

2
ν2 sin2(ξ h) +O((ξ h)4) ,

a tud́ıž

γ(ξ) = (1− i ν sin(ξ h)− λ+(ξ)) Û0(ξ) =

(
ν2

2
sin2(ξ h) +O((ξ h)4)

)
Û0(ξ) .

Vid́ıme, že pro malé hodnoty |ξ h| je γ(ξ) malé, a schéma se tud́ıž chová jako jednokrokové
schéma s amplifikačńım faktorem λ+. Pro větš́ı hodnoty |ξ h| velikost γ(ξ) být malá
nemuśı. Část řešeńı př́ıslušná λ− se nazývá parazitická složka řešeńı. Jelikož λ−(0) = −1,
tato složka řešeńı v pr̊uběhu času rychle osciluje. Později ukážeme, že se parazitická složka
řešeńı pohybuje špatným směrem (pro a > 0 se pohybuje zprava doleva).

Cvičeńı 4 Uvažujte ve cvičeńı 1 okrajovou podmı́nku Un
J = 0, která neńı konzistentńı

s řešenou rovnićı, a proved’te výpočet pro leapfrog scheme. Měli byste pozorovat, že v d̊u-
sledku zmı́něné okrajové podmı́nky vznikne v bodě x = 3 parazitická složka řešeńı, která je
silně osciluj́ıćı a pohybuje se zprava doleva. Okrajová podmı́nka v bodě x = −2 přeměńı
parazitickou složku na neparazitickou.

Parazitická složka řešeńı se objev́ı při každém výpočtu s v́ıcekrokovými schématy. Ob-
vykle nezp̊usobuje podstatné pot́ıže, avšak v některých př́ıpadech je ji potřeba redukovat
nebo odstranit. Vliv parazitických složek lze redukovat pomoćı disipace.

Definice 1 Schéma je disipativńı řádu 2 r, jestlǐze amplifikačńı faktory splňuj́ı podmı́nku

|λj(ξ)| ≤ 1− C
(

sin
ξ h

2

)2 r

∀ ξ ∈ R ,

kde C je kladná konstanta nezávislá na h a τ .

Pro leapfrog scheme a schéma Crankovo–Nicolsonové je velikost amplifikačńıch faktor̊u
rovna 1 pro všechny frekvence. Ř́ıkáme, že tato schémata jsou ostře nedisipativńı. Pro
Laxovo–Friedrichsovo schéma je |λ(π/h)| = 1, avšak |λ(ξ)| < 1 pro 0 < |ξ| < π/h a
|ν| < 1. Toto schéma je proto nedisipativńı, ale ne ostře. Redukuje amplitudu u většiny
frekvenćı, nikoli však u nejvyšš́ı frekvence na śıti.

Všimněme si, že śıt’ová funkce Un
j = (−1)n+j η je pro libovolné η ∈ R řešeńım leapfrog

scheme. Vid́ıme tedy, že počátečńı poruchy se š́ı̌ŕı, aniž by byly tlumeny. O př́ıtomnosti
této šachovnicové složky řešeńı rozhoduj́ı pouze počátečńı a okrajové podmı́nky.
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Vlastnosti nedisipativńıho schématu lze zlepšit přidáńım disipace. Je však třeba dát
pozor, abychom t́ım nezhoršili řád přesnosti schématu. Např. leapfrog scheme lze modi-
fikovat takto:

Un+1
j − Un−1

j

2 τ
+ a

Un
j+1 − Un

j−1

2h
+

ε

2 τ

(
1

2
δx

)4

Un−1
j = 0 ,

kde ε je vhodná kladná konstanta. Jelikož δ4x u = O(h4), schéma je nadále druhého řádu
přesnosti, pokud τ ≥ C h2. Tato podmı́nka nepředstavuje žádné podstatné omezeńı,
nebot’ časový krok voĺıme obvykle srovnatelný s prostorovým krokem. Mı́sto soustavy
diferenčńıch rovnic (31), źıskáme nyńı

Ûn+1(ξ) + i 2 ν sin(ξ h) Ûn(ξ)−
(

1− ε sin4 ξ h

2

)
Ûn−1(ξ) = 0 .

Kořeny odpov́ıdaj́ıćı charakteristické rovnice jsou

λ±(ξ) = −i ν sin(ξ h)±
√

1− ε sin4 ξ h

2
− ν2 sin2(ξ h) .

Je-li

(33) ν2 sin2(ξ h) + ε sin4 ξ h

2
≤ 1 ,

je

|λ±(ξ)| =
√

1− ε sin4 ξ h

2
≤ 1− ε

2
sin4 ξ h

2
,

a schéma je tedy stabilńı a disipativńı řádu 4 (k tomu je opět nutné, aby |ν| < 1).
Podmı́nku (33) můžeme přepsat do tvaru

4 ν2 sin2 ξ h

2

(
1− sin2 ξ h

2

)
+ ε sin4 ξ h

2
≤ 1 .

Stač́ı tedy nalézt takové hodnoty ε, že

4 ν2 s (1− s) + ε s2 ≤ 1 ∀ s ∈ [0, 1] .

Je-li ν2 ∈ (0, 1
2
], můžeme volit ε ∈ (0, 1], nebot’ pak 4 ν2 s (1−s)+ε s2 ≤ 2 s (1−s)+s2 =

s (2 − s) ≤ 1. Je-li ν2 ∈ [1
2
, 1), voĺıme ε ∈ (0, 4 ν2 (1 − ν2)]. Pak 4 ν2 s (1 − s) + ε s2 ≤

4 ν2 s (1− ν2 s) ≤ 1.
Podobně jako výše můžeme modifikovat i metodu Crankovu–Nicolsonové pro řešeńı

rovnice (28). Obdrž́ıme schéma

Un+1
j − Un

j

τ
+ a

Un+1
j+1 − Un+1

j−1 + Un
j+1 − Un

j−1

4h
+
ε

τ

(
1

2
δx

)4

Un
j =

fn+1
j + fnj

2
,

které je druhého řádu přesnosti (pokud τ ≥ C h2) a disipativńı řádu 4 pro malé hodnoty ε.

18



Cvičeńı 5 Zopakujte výpočet ze cvičeńı 4 pro leapfrog scheme s disipaćı (v prostorových
uzlech x1 a xJ−1 uvažujte leapfrog scheme bez disipace).

Pro v́ıcekroková schémata vždy existuje právě jeden amplifikačńı faktor λ0(ξ) takový,
že λ0(0) = 1. Tento amplifikačńı faktor použijeme k definici fázové rychlosti. Pro leapfrog
scheme je to amplifikačńı faktor λ+. Plat́ı

sin(ξ α(ξ) τ) = ν sin(ξ h) = ν ξ h

(
1− (ξ h)2

6
+O((ξ h)4)

)
,

z čehož plyne

α(ξ) = a

(
1− (ξ h)2

6
+O((ξ h)4)

)(
1 +

(ν ξ h)2

6
+O((ξ h)4)

)
= a

(
1− 1

6
(1− ν2) (ξ h)2 +O((ξ h)4)

)
.

Źıskali jsme tedy totéž jako pro Laxovo-Wendroffovo schéma a rovněž plat́ı α(π/h) = 0.
Pro parazitickou složku řešeńı leapfrog scheme odpov́ıdaj́ıćı λ− zavedeme fázovou rych-

lost vztahem λ−(ξ) = −|λ−(ξ)| e−i ξ α−(ξ) τ , nebot’ λ−(0) = −1. Pak sin(ξ α−(ξ) τ) =
−ν sin(ξ h), a tud́ıž α−(ξ) = −α(ξ). Parazitická složka řešeńı se tedy pohybuje opačným
směrem než je správný směr řešeńı. Nav́ıc plat́ı α−(π/h) = 0, a tud́ıž nejvyšš́ı frekvence,
které neobsahuj́ı přesnou informaci, se neš́ı̌ŕı pryč.

Volba parametru ν

Vlastnosti schémat vyšetřovaných v předchoźıch odstavćıch záviśı na volbě parametru ν,
tj. na poměru prostorového a časového kroku. V řadě př́ıpad̊u jsme viděli, že pro |ν| = 1
schémata dávaj́ı přesné řešeńı, což je ovšem dáno jednoduchost́ı uvažované modelové
úlohy. Pro úlohy s nekonstantńımı́ koeficienty nebo komplikovaněǰśı problémy k tomu již
nedocháźı. Nicméně naše teoretické úvahy ukazuj́ı, že je obecně vhodné volit |ν| bĺızko
hranice stability, nebot’ t́ım dosáhneme malé disipace i disperze. Zaj́ımá-li nás pouze
určitá frekvence ξ0, měli bychom volit h tak, aby |ξ0 h| � π a vlna o frekvenci ξ0 mohla
být tud́ıž na použité śıti dobře aproximována.
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