Ze vztahu (32) plyne

A ()" = A ()"

U™ (&) = U(E) A ()" + 7(€) A6 — A ()

kde (&) = U (&) — U°(€) A4 (€). Pouzijeme-li k inicializaci schéma (6), je U(€) = (1 —
ivsin(¢h)) U°(€). Pouzitim vztahu /1 —z =1 — 3 + O(2?) ziskdme
1
Ai(€) = —ivsin(€h) £ 1F 3 v? sin®(€h) + O((Eh)Y),
a tudiz

() = (1= v sinleh) — 2.(€) D(6) = (5 s(eh) +0((en) ) 0.

Vidime, ze pro malé hodnoty | h| je v(£) malé, a schéma se tudiz chova jako jednokrokové
schéma s amplifikacnim faktorem A,. Pro vétsi hodnoty | h| velikost v(£) byt mala
nemusi. Cést feseni pifslusna A_ se nazyva paraziticks slozka feseni. Jelikoz A_(0) = —1,
tato slozka feSeni v prubéhu ¢asu rychle osciluje. Pozdéji ukazeme, ze se paraziticka slozka
feseni pohybuje Spatnym smérem (pro a > 0 se pohybuje zprava doleva).

Cviceni 4 Uvazujte ve cviceni 1 okrajovou podminku U} = 0, kterd neni konzistentni
s reSenou rovnict, a proved’te vypocet pro leapfrog scheme. Meéli byste pozorovat, Ze v du-
sledku zminéné okrajové podminky vznikne v bodé x = 3 parazitickd sloZka Tesent, kterd je
silné oscilujici a pohybuje se zprava doleva. Okrajovd podminka v bodé x = —2 premént
parazitickou slozku na neparazitickou.

Parazitickd slozka Teseni se objevi pii kazdém vypoctu s vicekrokovymi schématy. Ob-
vykle nezpusobuje podstatné potize, avsak v nékterych pripadech je ji potieba redukovat
nebo odstranit. Vliv parazitickych slozek lze redukovat pomoci disipace.

Definice 1 Schéma je disipationi vadu 21, jestlize amplifikacni faktory spliugi podminku

' é.h 2r
M <10 (s VeeR,
kde C' je kladnd konstanta nezdvisld na h a T.

Pro leapfrog scheme a schéma Crankovo—Nicolsonové je velikost amplifika¢nich faktoru
rovna 1 pro viechny frekvence. Rikdme, 7e tato schémata jsou ostie nedisipativni. Pro
Laxovo—Friedrichsovo schéma je |A(7/h)| = 1, avsak [A(§)| < 1 pro 0 < |§| < 7/h a
|v| < 1. Toto schéma je proto nedisipativni, ale ne ostfe. Redukuje amplitudu u vétsiny
frekvenci, nikoli vSak u nejvyssi frekvence na siti.

Vsimnéme si, ze sit’ové funkce UJ' = (—1)"* 7 je pro libovolné ) € R fesenim leapfrog
scheme. Vidime tedy, ze poc¢atecni poruchy se §iti, aniz by byly tlumeny. O piitomnosti
této Sachovnicové slozky teseni rozhoduji pouze pocatecni a okrajové podminky.
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Vlastnosti nedisipativniho schématu lze zlepsit pridanim disipace. Je vSak tieba dat
pozor, abychom tim nezhorsili Tad presnosti schématu. Napi. leapfrog scheme lze modi-
fikovat takto:

n+1 n—1 n n 4

27 2h 27\ 2

kde € je vhodna kladnd konstanta. Jelikoz 62 u = O(h*), schéma je naddle druhého tadu
presnosti, pokud 7 > Ch?  Tato podminka nepiedstavuje zadné podstatné omezeni,
nebot’ ¢asovy krok volime obvykle srovnatelny s prostorovym krokem. Misto soustavy
diferen¢nich rovnic (31), ziskdme nyni

U™H(€) +i2v sin(€h) U™(E) — <1 — ¢ sin® %) U'(€)=0.

Koteny odpovidajici charakteristické rovnice jsou

Ai(§) = —ivsin(Eh) £ \/1 — ¢ sin* % — 2 sin®(€h).

Je-li
(33) v? sin®(£h) + ¢ sin? % <1,
je
A+ (&) = 1—€Sin4% < 1—§sin4%,

a schéma je tedy stabilni a disipativni fadu 4 (k tomu je opét nutné, aby |v| < 1).
Podminku (33) muzeme pfepsat do tvaru

2 -Q’Sh .2€h .45}1
I > ) 4 > <,
4 v* sin 5 (1 sin 2 ) € sin 2 1

Staci tedy nalézt takové hodnoty ¢, ze
417°s5(1—8)+es* <1  Vsel0,1].

Je-li 2 € (0, 3], mizeme volit € € (0, 1], nebot’ pak 4% s (1—s)+es* <2s(1—s)+s> =
s(2—s) < 1. Jelli v? € [, 1), volime € € (0,402 (1 — v?)]. Pak 412s(1 —s) +es? <
412s(1—12s) < 1.

Podobné jako vyse muzeme modifikovat i metodu Crankovu—-Nicolsonové pro feseni
rovnice (28). Obdrzime schéma

Ut U OB S UR U U e (LN TR
+a + =6, ) U'= >,
T 4h T\2 J 2

které je druhého fddu piesnosti (pokud 7 > C h?) a disipativni fadu 4 pro malé hodnoty .
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Cviceni 5 Zopakujte vijpocet ze cviceni 4 pro leapfrog scheme s disipaci (v prostorovijch
uzlech x1 a xj_1 wvaZugte leapfrog scheme bez disipace).

Pro vicekrokové schémata vzdy existuje préavé jeden amplifika¢ni faktor \g(€) takovy,
ze Ao(0) = 1. Tento amplifikacni faktor pouzijeme k definici fazové rychlosti. Pro leapfrog
scheme je to amplifika¢ni faktor A,. Plati

sin(§a(&) ) =vsin(h) =vh (1 - @g) +O((¢ h)4)) ,

z ¢ehoz plyne

(@ =a1- €0 wen

1 2 2 4
—a (1= - Aenrogeny).

rolen) (1+ 5 oenn)

Ziskali jsme tedy totéz jako pro Laxovo-Wendroffovo schéma a rovnéz plati a(n/h) = 0.

Pro parazitickou slozku feseni leapfrog scheme odpovidajici A_ zavedeme fazovou rych-
lost vztahem A_(£) = —|A_(€)| e €*-©7 nebot’ A_(0) = —1. Pak sin(éa_(&)7) =
—v sin(§ h), a tudiz a_(§) = —a(§). Parazitickd slozka Feseni se tedy pohybuje opatnym
smérem nez je spravny smeér feseni. Navic plati a_(7w/h) = 0, a tudiz nejvyssi frekvence,
které neobsahuji presnou informaci, se nesiti pryc.

Volba parametru v

Vlastnosti schémat vysetfovanych v predchozich odstavcich zavisi na volbé parametru v,
tj. na poméru prostorového a ¢asového kroku. V tadé piipadu jsme vidéli, ze pro |v| =1
schémata déavaji presné feSeni, coz je ovSem dano jednoduchosti uvazované modelové
ulohy. Pro tlohy s nekonstantnimi koeficienty nebo komplikovanéjsi problémy k tomu jiz
nedochazi. Nicméné nase teoretické tvahy ukazuji, ze je obecné vhodné volit |v| blizko
hranice stability, nebot’ tim dosdhneme malé disipace i disperze. Zajima-li nas pouze
urcita frekvence &y, méli bychom volit h tak, aby |£yh| < 7 a vlna o frekvenci £ mohla
byt tudiz na pouzité siti dobte aproximovana.
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