
Laxovo–Wendroffovo schéma

Z jednokrokových schémat, která jsme dosud analyzovali, jsou pro řešeńı rovnice (1)
použitelná (při libovolném znaménku a) pouze schémata (8) a (9). Obě tato schémata
jsou pouze prvńıho řádu přesnosti (v př́ıpadě schématu (8) za podmı́nky h = O(τ)).
Naš́ım ćılem je nyńı odvodit schéma druhého řádu přesnosti v prostoru i v čase. Pro
jednoduchost budeme opět uvažovat konstantńı rychlost a. Bude však poučné schéma
odvodit pro nenulovou pravou stranu f = f(x, t). Řeš́ıme tedy rovnici

(28) ut + a ux = f v R× R+

s počátečńı podmı́nkou (2).
Předpokládejme, že u ∈ C4(R× R+

0 ). Pak pro (x, t) ∈ R× R+
0 je

(29) u(x, t+ τ) = u(x, t) + ut(x, t) τ +
1

2
utt(x, t) τ

2 +O(τ 3) .

Derivace ut a utt źıskáme z rovnice (28). V př́ıpadě ut je to triviálńı. Abychom źıskali
utt, zderivujeme rovnici (28) podle t. T́ım vznikne člen uxt, který źıskáme z rovnice (28)
zderivováńım podle x. Máme tedy

utt = ft − a uxt = ft − a (fx − a uxx) = a2 uxx − a fx + ft .

Dosazeńım do (29) obdrž́ıme

u(x, t+ τ) = u− a τ ux + τ f +
a2 τ 2

2
uxx −

a τ 2

2
fx +

τ 2

2
ft +O(τ 3) ,

kde členy na pravé straně jsou uvažovány v bodě (x, t). Jelikož

ux =
∆0x u

h
+O(h2) , uxx =

δ2x u

h2
+O(h2) ,

dostáváme

∆+t u = −ν ∆0x u+O(τ h2) +
ν2

2
δ2x u+

τ

2
[f + f(x, t+ τ)]− a τ 2

2h
∆0x f +O(τ 3) .

To nás vede ke schématu

Un+1
j − Un

j

τ
+ a
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j−1
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− a2 τ

2
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j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2
(30)

=
1

2

(
fn+1
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4h
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)
,

které můžeme též zapsat ve tvaru

Un+1
j = Un

j −
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2
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j+1 − Un
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.
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Z odvozeńı je zřejmé, že chyba diskretizace splňuje εh,τ = O(h2 + τ 2), tj. skutečně
jsme źıskali schéma druhého řádu přesnosti v prostoru i v čase. Pro f ≡ 0 je Laxovo–
Wendroffovo schéma ekvivalentńı přidáńı umělé difúze o velikosti 1

2
a2 τ k nestabilńımu

schématu (6). V tomto př́ıpadě můžeme Laxovo–Wendroffovo schéma odvodit též po-
moćı charakteristik, podobně jako schéma (9), viz obr. 3. Přidáme-li v obr. 3 na př́ımce
t = tn uzel C tak, že B je střed úsečky AC, a definujeme-li v bodě Q aproximaci u
pomoćı kvadratické interpolace hodnot přibližného řešeńı v uzlech A, B a C, źıskáme
Laxovo–Wendroffovo schéma.

Von Neumannovu analýzu provád́ıme pro f ≡ 0. Źıskáme

λ(ξ) = 1− 2 ν2 sin2 ξ h

2
− i ν sin(ξ h) , |λ(ξ)|2 = 1− 4 ν2 (1− ν2) sin4 ξ h

2
,

a schéma je tedy stabilńı pro |ν| ≤ 1, přičemž celý tento interval je povolen CFL
podmı́nkou. Fázová rychlost splňuje

α(ξ) = a

[
1− 1

6
(1− ν2) (ξ h)2 +O((ξ h)4)

]
a při |ν| < 1 tedy docháźı vždy ke zpožd’ováńı fáze (pro malé |ξh|). Pro |ν| = 1 je
λ(ξ) = e−i ξ a τ , a schéma tud́ıž dává přesné řešeńı. Fázová chyba je stejného řádu jako
u schémat (8) a (9), avšak tlumeńı je podstatně menš́ı (v jednom časovém kroku je
chyba v amplitudě řádu (ξ h)4 mı́sto (ξ h)2). Pro nejvyšš́ı frekvenci na śıti (ξ = π/h)
je λ(π/h) = 1 − 2 ν2, a tedy α(π/h) = 0, což znamená, že tato rychle osciluj́ıćı složka
řešeńı se nepohybuje pryč. Při |ν| < 1 je však tato složka řešeńı tlumena: např. počátečńı
podmı́nce U0

j = (−1)j odpov́ıdá řešeńı Un
j = (1 − 2 ν2)n(−1)j. Nedostatkem Laxova–

Wendroffova schématu je, že na rozd́ıl od schémat (8) a (9) nesplňuje diskrétńı princip
maxima.

Cvičeńı 2 Proved’te výpočet ze cvičeńı 1 pro Laxovo–Wendroffovo schéma a srovnejte
výsledek s přiblǐzným řešeńım źıskaným pomoćı Laxova–Friedrichsova schématu (8).

Cvičeńı 3 Uvažujme rovnici ut + ux = 0 v oblasti (−1, 1) × R+ s počátečńı podmı́nkou
u0(x) = sin(2 π x). Definujme ekvidistantńı prostorové uzly −1 = x0 < x1 < · · · < xJ = 1
s prostorovým krokem h = 2/J . Dále definujme uzel xJ+1 = 1 + h lež́ıćı mimo interval
[−1, 1]. Zvolme J = 20 a uvažujme konstatńı časový krok τ = 0.09. V čase t = 0
je přiblǐzné řešeńı určeno počátečńı podmı́nkou. Na následuj́ıćıch časových hladinách
tn = n τ , n ∈ N poč́ıtejte v uzlech x1, . . . , xJ přiblǐzná řešeńı pomoćı schémat (8), (9) a
(30). Pak položte Un

0 = Un
J a Un

J+1 = Un
1 . Uvažujeme tedy periodické okrajové podmı́nky.

U zmı́něných schémat porovnejte fázovou chybu a tlumeńı a srovnejte výsledky provedených
numerických experiment̊u s teoretickými výsledky uvedenými výše.

Schéma Crankovo–Nicolsonové

Schéma Crankovo–Nicolsonové jsme v úvodńı části o metodě konečných dirferenćı defino-
vali jako aritmetický pr̊uměr explicitńıho a implicitńıho schématu. Nyńı si ukážeme jiný
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zp̊usob, jak toto schéma odvodit. Naše motivace bude opět źıskat jednokrokové schéma
pro rovnici (28), které je druhého řádu v prostoru i v čase.

Odvozeńı bude založeno na tom, že na diferenci u(x, t+ τ)− u(x, t) můžeme pohĺıžet
jako na centrálńı diferenci vzhledem k času t+ τ

2
. Je tedy

u(x, t+ τ)− u(x, t)

τ
=
δt u(x, t+ τ

2
)

τ
= ut(x, t+ τ

2
) +O(τ 2) .

Dále plat́ı

u(x, t+ τ) + u(x, t)

2
= u(x, t+ τ

2
) +

u(x, t+ τ)− 2u(x, t+ τ
2
) + u(x, t)

2
= u(x, t+ τ

2
) +O(τ 2) .

Z toho plyne, že

ux(x, t+ τ
2
) =

1

2
[ux(x, t+ τ) + ux(x, t)] +O(τ 2)

=
1

2

[
u(x+ h, t+ τ)− u(x− h, t+ τ)

2h
+
u(x+ h, t)− u(x− h, t)

2h

]
+O(h2 + τ 2) .

To ukazuje, že v bodě (x, t+ τ
2
) může být vhodné rovnici (28) aproximovat schématem

Un+1
j − Un

j

τ
+ a

Un+1
j+1 − Un+1

j−1 + Un
j+1 − Un

j−1

4h
=
fn+1
j + fnj

2
,

což lze psát též ve tvaru

−ν
4
Un+1
j−1 + Un+1

j +
ν

4
Un+1
j+1 =

ν

4
Un
j−1 + Un

j −
ν

4
Un
j+1 +

τ

2

(
fn+1
j + fnj

)
.

Nyńı již neńı možné hodnotu přibližného řešeńı v daném uzlu na nové časové vrstvě
jednoduchým zp̊usobem vyjádřit pomoćı hodnot přibližného řešeńı na předcházej́ıćı časové
vrstvě a jedná se tedy o implicitńı schéma. Hodnoty přibližného řešeńı na nové časové
vrstvě jsou navzájem svázány a źıskaj́ı se vyřešeńım soustavy lineárńıch rovnic. Jelikož
hodnota přibližného řešeńı v daném uzlu na nové časové vrstvě záviśı na všech hodnotách
přibližného řešeńı z předcházej́ıćı časové vrstvy, nevede CFL podmı́nka k žádné podmı́nce
na parametr ν.

Von Neumannova analýza (pro f ≡ 0) dává amplifikačńı faktor

λ(ξ) =
1− i ν

2
sin(ξ h)

1 + i ν
2

sin(ξ h)
.

Je tedy |λ(ξ)| = 1 pro všechna ξ ∈ R, a tud́ıž schéma je nepodmı́něně stabilńı. Ne-
docháźı však k žádnému tlumeńı, takže drobné poruchy v řešeńı z̊ustávaj́ı trvale př́ıtomny.
Speciálně pro vlnu s nejvyšš́ı frekvenćı π/h opět plat́ı, že fázová rychlost je nulová, avšak
na rozd́ıl od Laxova–Wendroffova schématu se jej́ı amplituda v čase neměńı: počátečńı
podmı́nce U0

j = (−1)j odpov́ıdá řešeńı Un
j = (−1)j. Stejně jako u Laxova–Wendroffova

schématu neplat́ı ani pro schéma Crankovo–Nicolsonové diskrétńı princip maxima.
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Analýza leapfrog scheme

Názvem leapfrog scheme je označováno dvoukrokové schéma (7). Je zřejmé, že se jedná
o schéma druhého řadu přesnosti v prostoru i v čase, které nesplňuje diskrétńı princip
maxima. CFL podmı́nka je splněna, jestliže |ν| ≤ 1, což budeme nadále předpokládat.

Zabývejme se nyńı stabilitou leapfrog scheme. Stejně jako v př́ıpadě jednokrokových
schémat vyjádř́ıme přibližné řešeńı Un

j v integrálńım tvaru pomoćı jeho Fourierovy trans-

formace Ûn(ξ) a dosad́ıme do schématu. T́ım źıskáme vztah∫ π/h

−π/h
ei ξ j h

(
Ûn+1(ξ) + i 2 ν sin(ξ h) Ûn(ξ)− Ûn−1(ξ)

)
dξ = 0 ∀ j ∈ Z , n ∈ N ,

z něhož d́ıky ortogonalitě funkćı {ei ξ j h}j∈Z plyne

(31) Ûn+1(ξ) + i 2 ν sin(ξ h) Ûn(ξ)− Ûn−1(ξ) = 0 ∀ n ∈ N , ξ ∈ [−π/h, π/h] .

Pro každé ξ ∈ [−π/h, π/h] tedy máme soustavu lineárńıch diferenčńıch rovnic s kon-
stantńımi koeficienty. Charakteristická rovnice této soustavu diferenčńıch rovnic je

λ2 + i 2 ν sin(ξ h)λ− 1 = 0 .

Jej́ı kořeny jsou

λ±(ξ) = −i ν sin(ξ h)±
√

1− ν2 sin2(ξ h)

a plat́ı |λ±(ξ)| = 1. Pokud λ+(ξ) = λ−(ξ) =: λ(ξ), pak obecné řešeńı soustavy diferenčńıch
rovnic (31) má tvar

Ûn(ξ) = α(ξ)λ(ξ)n + β(ξ)nλ(ξ)n−1 ,

kde α(ξ) a β(ξ) jsou konstanty určené hodnotami Û0(ξ) a Û1(ξ). Je-li β(ξ) 6= 0, bude

Ûn(ξ) r̊ust lineárně s n. Toto nestabilńı chováńı je třeba vyloučit. Jelikož λ+(ξ) = λ−(ξ)
může nastat pouze při |ν| = 1, budeme požadovat, aby |ν| < 1. Pak λ+(ξ) 6= λ−(ξ) a
obecné řešeńı soustavy diferenčńıch rovnic (31) je

(32) Ûn(ξ) = α+(ξ)λ+(ξ)n + α−(ξ)λ−(ξ)n .

Snadno zjist́ıme, že schéma je v tomto př́ıpadě stabilńı. Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka
pro stabilitu leapfrog scheme tedy je |ν| < 1.

Leapfrog scheme (7) nelze použ́ıt k určeńı přibližného řešeńı na časové vrstvě t1 a
schéma je tedy potřeba inicializovat pomoćı vhodného jednokrokového schématu. Lze
ukázat, že k inicializaci v́ıcekrokových schémat lze použ́ıt libovolné jednokrokové schéma,
které je konzistentńı s řešenou parciálńı diferenciálńı rovnićı. Toto schéma může být i
nestabilńı, nebot’ aplikaćı schématu pouze v několika prvńıch kroćıch dojde jen k ma-
lému r̊ustu řešeńı (malému d́ıky konzistenci) a tento r̊ust nebude při použit́ı stabilńıho
v́ıcekrokového schématu dále zesilován. Jeli τ/h = const., pak inicializačńı schéma
může mı́t o 1 nižš́ı řád přesnosti než v́ıcekrokové schéma, přičemž celková přesnost bude
odpov́ıdat v́ıcekrokovému schématu.
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