Laxovo—Wendroffovo schéma

Z jednokrokovych schémat, ktera jsme dosud analyzovali, jsou pro feSeni rovnice (1)
pouzitelna (pii libovolném znaménku a) pouze schémata (8) a (9). Obé tato schémata
jsou pouze prvniho tddu presnosti (v piipadé schématu (8) za podminky h = O(7)).
Nasim cilem je nyni odvodit schéma druhého tadu presnosti v prostoru i v case. Pro
jednoduchost budeme opét uvazovat konstantni rychlost a. Bude vSak poucné schéma
odvodit pro nenulovou pravou stranu f = f(z,t). Resime tedy rovnici

(28) ut+au, =f v RxRT

s pocéatecni podminkou (2).
Piedpoklddejme, ze u € C*(R x RJ). Pak pro (z,t) € R x R{ je

(29) u(z, t+ 1) = u(z, t) + w(z, t) 7+ % u (2, 1) 7%+ O(7%) .

Derivace u; a uy ziskdme z rovnice (28). V piipadé u; je to trividlni. Abychom ziskali
uy, zderivujeme rovnici (28) podle ¢. Tim vznikne ¢len u,,, ktery ziskame z rovnice (28)
zderivovanim podle z. Mame tedy

Uy = fr — QUgt = fr — 0 (fo — QUgs) = 0* Upy — a fo + f; .

Dosazenim do (29) obdrzime
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kde ¢leny na pravé strané jsou uvazovany v bodé (z,t). Jelikoz
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Z odvozeni je zfejmé, ze chyba diskretizace spliiuje e,, = O(h? + 72), tj. skutecné
jsme ziskali schéma druhého fadu pfesnosti v prostoru i v ¢ase. Pro f = 0 je Laxovo—
Wendroffovo schéma ekvivalentni pridani umélé difize o velikosti %aQT k nestabilnimu
schématu (6). V tomto pripadé muzeme Laxovo—Wendroffovo schéma odvodit téz po-
moci charakteristik, podobné jako schéma (9), viz obr. 3. Priddme-li v obr. 3 na piimce
t = t, uzel C tak, ze B je stred tsecky AC, a definujeme-li v bodé () aproximaci u
pomoci kvadratické interpolace hodnot ptiblizného feseni v uzlech A, B a C, ziskdme
Laxovo—Wendroffovo schéma.
Von Neumannovu analyzu provadime pro f = 0. Ziskame

NE =120 s Sl v sin(eh),  NOP = 1- 402 (1= sint £,

a schéma je tedy stabilni pro |v| < 1, pficemz cely tento interval je povolen CFL
podminkou. Fazova rychlost spliuje

a(§) = o |1 = £ (1= 12) (€ + O((gh))

a pii |v| < 1 tedy dochazi vzdy ke zpozd’'ovani faze (pro malé |Eh|). Pro |v| = 1 je
A§) = e71897 a schéma tudiz davd presné feseni. Fazova chyba je stejného fadu jako
u schémat (8) a (9), av8ak tlumeni je podstatné mensi (v jednom casovém kroku je
chyba v amplitudé fadu (£ h)* misto (£h)?). Pro nejvyssi frekvenci na siti (¢ = 7 /h)
je A(m/h) =1 =212 a tedy a(r/h) = 0, coz znamend, 7Ze tato rychle oscilujici slozka
feseni se nepohybuje pryé. Pii |v| < 1 je vSak tato slozka feseni tlumena: napf. pocatecni
podmince U = (—1)7 odpovidd feseni U = (1 — 21°)"(—~1)7. Nedostatkem Laxova-
Wendroffova schématu je, ze na rozdil od schémat (8) a (9) nespliuje diskrétni princip
maxima.

Cviceni 2 Proved’te vypocet ze cviceni 1 pro Laxovo—Wendroffovo schéma a srovnejte
vysledek s pribliznym tesenim ziskanym pomoci Lazova—Friedrichsova schématu (8).

Cviceni 3 Uvazujme rovnici u; + u, = 0 v oblasti (—1,1) x RT s pocdtecni podminkou
u’(z) = sin(27 z). Definugme ekvidistantni prostorové uzly —1 =xg < a1 < --- < wz;=1
s prostorovym krokem h = 2/J. Ddle definugme uzel xj11 = 1+ h leZici mimo interval
[—1,1]. Zvolme J = 20 a wvaZujme konstatni casovy krok T = 0.09. V éase t = 0
je priblizné reseni urceno pocdtecni podminkou. Na ndsledujicich casovych hladindch
t, = n71, n € N pocitejte v uzlech 1, ... ,x; pribliznd Teseni pomoci schémat (8), (9) a
(30). Pak polozte Uy = Uy} a U}, = UP. UvaZujeme tedy periodické okrajové podminky.
U zminéngjch schémat porovnejte fazovou chybu a tlumeni a srovnejte vysledky provedenyjch
numerickych experimenti s teoretickymi vysledky uvedenymi vyse.

Schéma Crankovo—Nicolsonové

Schéma Crankovo—Nicolsonové jsme v tivodni ¢asti o metodé koneénych dirferenci defino-
vali jako aritmeticky prumeér explicitniho a implicitniho schématu. Nyni si ukdzeme jiny
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zpusob, jak toto schéma odvodit. Nase motivace bude opét ziskat jednokrokové schéma
pro rovnici (28), které je druhého tddu v prostoru i v case.

Odvozeni bude zalozeno na tom, ze na diferenci u(z,t + 7) — u(x, t) muzeme pohlizet
jako na centralni diferenci vzhledem k casu ¢ + 3. Je tedy

u(x,t+71) —u(x,t)  Sulx,t+3)
T B T

= w2z, t+2)+O(7%).
Dale plati

w(z, t+ 1) +u(z, t) u(z,t+71) —2u(z, t + %) + u(x,t)

2

Z toho plyne, ze

ualst+ ) = 3 el £+ 7) + el 0] + O()

_ % u(z + h,t+7‘)2—hu(x —h,t+71) N u(x + h,t)Q—hU(x — h,t) O + 7).

To ukazuje, Ze v bodé (x,t + ) muze byt vhodné rovnici (28) aproximovat schématem
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Nyni jiz neni mozné hodnotu pfiblizného feseni v daném uzlu na nové casové vrstve
jednoduchym zpusobem vyjadrit pomoci hodnot ptiblizného feseni na predchazejici casové
vrstvé a jedna se tedy o implicitni schéma. Hodnoty priblizného teseni na nové casové
vrstvé jsou navzajem svazany a ziskaji se vyfeSenim soustavy linedrnich rovnic. Jelikoz
hodnota priblizného feseni v daném uzlu na nové ¢asové vrstvé zavisi na vsech hodnotach
priblizného teseni z predchazejici casové vrstvy, nevede CFL podminka k zadné podmince
na parametr v.

Von Neumannova analyza (pro f = 0) ddva amplifikacni faktor

1—i%sin(&h)

2

A@y_1+iggm§m‘

Je tedy |A(§)] = 1 pro vSechna ¢ € R, a tudiz schéma je nepodminéné stabilni. Ne-
dochézi vsak k zadnému tlumeni, takze drobné poruchy v feseni zustavaji trvale pritomny.
Specidlné pro vlnu s nejvyssi frekvenci m/h opét plati, ze fazova rychlost je nulovd, avsak
na rozdil od Laxova—Wendroffova schématu se jeji amplituda v ¢ase neméni: pocatecni
podmince UJQ = (—1)? odpovid4 Feseni Ur = (—1)7. Stejné jako u Laxova-Wendroffova
schématu neplati ani pro schéma Crankovo—Nicolsonové diskrétni princip maxima.
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Analyza leapfrog scheme

Nézvem leapfrog scheme je oznacovéno dvoukrokové schéma (7). Je ziejmé, ze se jednd
o schéma druhého tadu presnosti v prostoru i v case, které nespliuje diskrétni princip
maxima. CFL podminka je splnéna, jestlize |v| < 1, coz budeme nadéle predpoklddat.
Zabyvejme se nyni stabilitou leapfrog scheme. Stejné jako v pripadé jednokrokovych
schémat vyjadrime priblizné reseni U}' v integralnim tvaru pomoct jeho Fourierovy trans-

formace U "(€) a dosadime do schématu. Tim ziskdme vztah

w/h ~ ~ ~
/ eltIh <U"+1(§) +1i2v sin(§ h) U™(§) — Un_l(f)) d¢=0 VjeZ, neN,
—7/h

z néhoz diky ortogonalité funkef {€'¢9"};cz plyne
(31) UrH(€) +i2v sin(€h) U™ME) — U™ (£) =0 VYneN, ¢e[—x/hx/h.

Pro kazdé ¢ € [—n/h,m/h] tedy mame soustavu linedrnich diferen¢nich rovnic s kon-
stantnimi koeficienty. Charakteristicka rovnice této soustavu diferenc¢nich rovnic je

M 4+i2vsin(Eh) A —1=0.

Jeji koreny jsou

A (&) = —ivsin(Eh) £ \/1 — 12 sin?(€ h)

aplati [AL(&)] = 1. Pokud A (&) = A_(§) =: A(€§), pak obecné Feseni soustavy diferenénich
rovnic (31) ma tvar

U"(€) = al€) ME)" + BE) n )",

kde a(§) a [(€) jsou konstanty urcené hodnotami I/]\O(f) a (/]\1(5) Je-li 5(§) # 0, bude
U "(&) rust linedrné s n. Toto nestabilni chovani je tfeba vyloucit. Jelikoz Ay () = A_(&)
muze nastat pouze pii |v| = 1, budeme pozadovat, aby |[v| < 1. Pak A\, (§) # A_(§) a
obecné Feseni soustavy diferen¢nich rovnic (31) je

(32) U"(€) = ar(€) A (6)" + a_ (&) A_(6)".

Snadno zjistime, ze schéma je v tomto ptipadé stabilni. Nutna a postacujici podminka
pro stabilitu leapfrog scheme tedy je |v| < 1.

Leapfrog scheme (7) nelze pouzit k urc¢eni pfiblizného feSeni na casové vrstvé ¢; a
schéma je tedy potieba inicializovat pomoci vhodného jednokrokového schématu. Lze
ukazat, ze k inicializaci vicekrokovych schémat 1ze pouzit libovolné jednokrokové schéma,
které je konzistentni s feSenou parcialni diferencialni rovnici. Toto schéma muze byt i
nestabilni, nebot’ aplikaci schématu pouze v nékolika prvnich krocich dojde jen k ma-
lému rustu feseni (malému diky konzistenci) a tento rust nebude pfi pouziti stabilniho
vicekrokového schématu déle zesilovdn. Jeli 7/h = const., pak inicializaéni schéma
muze mit o 1 nizsi fad presnosti nez vicekrokové schéma, pricemz celkova presnost bude
odpovidat vicekrokovému schématu.
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