Numerické reSeni transportni rovnice

V této casti se budeme zabyvat numerickym fesenim Cauchyovy tlohy pro transportni
rovnici v jedné prostorové dimenzi, tj. ulohy

(1) u+au, =0 v RxRY,
(2) u(z,0) =u’(z) VareR
pro neznamou funkci u = wu(x,t) zavisejici na prostorové proménné x € R a Casové

proménné ¢ € Ry. Funkce u” je dand pocatecni podminka a koeficient a je rychlost ifent
veli¢iny u. NA&§ hlavni zdjem bude patfit rovnici (1) s konstatnim koeficientem a, avsak
v nékterych piipadech budeme uvazovat téz rovnici (1) s nenulovou pravou stranou ¢i
s nekonstatnim koeficientem a.

Jak vime, tloha (1), (2) mé pro v’ € C*(R) a konstatn{ a pravé jedno klasické resent,
které je dano vztahem

(3) u(z,t) = u’(x —at).

Vyvstava tedy otdzka, pro¢ se zabyvat numerickym Fesenim tlohy (1), (2), kdyz jeji
reSeni je znamo. Duvodem je to, ze u komplikovanéjsich tloh, v nichz hraji dulezitou roli
transportni mechanismy, jiz feSeni zpravidla nejsme schopni v analytickém tvaru ziskat
a musime ho aproximovat pomoci numerickych metod. Ptfitom navrzeni vhodné metody
neni vubec trivialni a fada potizi, s nimiz se setkavame, se vyskytuje jiz pfi numerickém
feseni rovnice (1). Abychom piislusné jevy lépe pochopili, je rozumné je studovat na
co nejjednodussi iloze, a proto uvazujeme rovnici (1). U metod, které se ukdzi jako
nevhodné pro feseni rovnice (1), nelze samoziejmé ocekavat, ze by davaly dobré vysledky

Opét budeme uvazovat rovnomérnou sit” s konstantnim prostorovym krokem h a kon-
stantnim casovym krokem 7 a definujeme uzly sité (x;,t,), kde z; = jh, t, =n71,j€Z
an € Ny. Resenf u Cauchyovy tlohy (1), (2) opét aproximujeme v uzlech (x;,t,) hod-
notami U}'. Rovnici (1) aproximujeme v libovolném uzlu (z;,t,) diferencnim schématem
ziskanym nahrazenim parcialnich derivaci diferenénimi kvocienty. Takto lze ziskat mnoho
rozlicnych numerickych schémat, z nichz nékolik nyni uvedeme. Pro jejich pfehlednéjsi
zapis budeme uzivat parametr v = a7/h, ktery jsme zavedli jiz v Casti vénované von
Neumannové analyze stability.

Pro numerické feseni rovnice (1) lze uvazovat napiiklad schémata:
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Vsechna uvedend schémata jsou explicitni. Schéma (7) je zndmo pod oznaenim
leapfrog scheme. K urceni priblizného feseni na nové casové vrstvé vyuziva toto schéma
hodnot priblizného teSeni z predchazejich dvou ¢asovych vrstev. Hovoiime proto o dvou-
krokovém schématu. Ostatni schémata jsou jednokrokova. Schéma (8) se nazyva Laxovo—
Friedrichsovo schéma. Vsimnéme si, ze
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Jelikoz diferencni kvocient (U, — 2UF 4 U ,)/h* reprezentuje aproximaci e (z;,tn),

lze tedy specidlni aproximaci ¢asové derivace pouzitou v (8) interpretovat jako pridani
umélé diftize o velikosti h?/(27) ke schématu (6).
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Obr. 1: Pocéateéni podminka u® pouzitd ve cviceni 1.

Cviceni 1 Uvazujme rovnici uy + u, = 0 v oblasti (—2,3) x RT s pocdtecni podminkou
u’ zndzornénou v obr. 1. Definujme ekvidistantni prostorové uzly —2 = o9 < 1 < -+ <
xy = 3 s prostorovym krokem h = 5/J. Didle wvazujme konstatni éasovy krok T > 0 a
casové hladinyt, =n7,n € Ny. V ¢ase ty je priblizné resent urceno pocatecni podminkou.
Na ndsledugicich ¢asovych hladindch pak muzeme hodnoty priblizného reseni ve vnitrnich
uzlech urcit pomoct libovolného z vyse uvedenych schémat, pricemz polozime Uj = 0 a
Up =U}_, pron € N (pron = 1 vsak nelze pouzit schéma (7)). Naprogramujte vijse
uvedend schémata a proved’te vypocty pro J = 50 a 7 = 0.08. U Lazova-Friedrichsova
schématu otestugte, jaky viiv ma zmenseni h na polovinu pri nezmeéneném T, zmenSeni T

na polovinu pri nezmeénéném h a soucasné zmenseni h i T na polovinu, popt. na cturtinu.

Provedeme-li vypocty popsané ve cviceni 1, zjistime, Ze v ptibliznych fesenich schémat
(4) a (6) se jiz po nékolika mélo casovych krocich objevi velké oscilace a dostaneme zcela
nepouzitelné vysledky. Na druhou stranu zbyvajici tii schémata vedou pii J = 50 a
7 = 0.08 k prijatelnym aproximacim feSeni uvazované ulohy. Zménime-li vsak J ¢i 7,
objevi se v nékterych ptipadech nestabilni chovani i u téchto schémat. Nasim cilem nyni
bude vysvétlit, pro¢ k uvedenym jevum dochazi.

Zvolme bod P € R x Rt a uvazujme schéma (5) a takovou sit’, ze bod P je jeji
uzel. Necht’ napi. P = (z;,t,). Pak hodnota U} je uréena hodnotami Uf:ll a U}L_l.
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Obr. 2: Oblast zavislosti PDR a schématu (5).

Podobné tyto dvé hodnoty jsou urcéeny hodnotami UJTL_’QQ, Uf_’f a U]-"’Q, viz obr. 2. 7 to-
ho plyne, ze hodnota U;" zdvisi pouze na hodnotéch pocdtecni podminky u® v bodech
Tj_p, Tj—nt1,---,2j—1,%;. Pokud bychom uvazovali v rovnici (1) nenulovou pravou stranu
[, zévisela by hodnota U} téz na hodnotach f v uzlech sité lezicich v trojuhelniku s vr-
choly (z;,t,), (xj—n,0) a (x;,0). Tento trojihelnik se nezyva oblast zdvislosti schématu
v uzlu (z;,t,).

Pro feSen{ u tilohy (1), (2) podle vztahu (3) je u(P) = u°(Q), kde Q je prusecik pifmky
t = 0 a charakteristiky x — at = const. prochézejici bodem P, viz obr. 2. V piipadé
rovnice (1) s nenulovou pravou stranou f zavisi hodnota u(P) téz na hodnotach funkce
f v bodech tusecky PQ. Usecka PQ je oblasti zavislosti uvazované parcialni diferencialni
rovnice v bodé P. Nyni muzeme zformulovat nasledujici podminku.

Véta 1 (CFL podminka; Courant, Friedrichs, Lewy (1928)) Nutnd podminka konvergence
diferencniho schématu je, aby oblast zdvislosti parcialni diferencidlni rovnice leZela uvnitr
oblasti zavislosti diferencniho schématu.

Pro schéma (5) je CFL podminka splnéna, lezi-li bod @ na piimce ¢t = 0 mezi body z;_,,
a ;. To je pravé tehdy, kdyz a > 0 a a7 < h. Uvazujme posloupnost siti s 7/h = const.
a h — 0 a necht’ P je uzlem vsech téchto siti. Pak oblast zavislosti schématu (5) v uzlu
P je pro vSechny tyto sité stejnd. Pokud a < 0 nebo a7 > h, pak pro vSechny tyto
sité hodnota priblizného feseni U v uzlu P nezavisi na hodnotach pocatecni podminky
u’ v pevné daném okoli bodu @ (neménném pii h — 0). Priblizna feseni v uzlu P
tudiz obecné nemohou konvergovat k hodnoté u(P). Z uvedeného je ziejmé, ze plati téz
nasledujici véta.

Veéta 2 Nutnou podminkou konvergence explicitniho schématu typu U;LH = aU, +
BU} +~UZ, pro rovnici (1) pri 7/h = const. je, aby platilo |a7/h| < 1.

Nerovnost |a7/h| < 1 z véty 2 se také casto nazyva CFL podminka.



