
Numerické řešeńı transportńı rovnice

V této části se budeme zabývat numerickým řešeńım Cauchyovy úlohy pro transportńı
rovnici v jedné prostorové dimenzi, tj. úlohy

ut + a ux = 0 v R× R+ ,(1)

u(x, 0) = u0(x) ∀ x ∈ R(2)

pro neznámou funkci u = u(x, t) závisej́ıćı na prostorové proměnné x ∈ R a časové
proměnné t ∈ R+

0 . Funkce u0 je daná počátečńı podmı́nka a koeficient a je rychlost š́ı̌reńı
veličiny u. Náš hlavńı zájem bude patřit rovnici (1) s konstatńım koeficientem a, avšak
v některých př́ıpadech budeme uvažovat též rovnici (1) s nenulovou pravou stranou či
s nekonstatńım koeficientem a.

Jak v́ıme, úloha (1), (2) má pro u0 ∈ C1(R) a konstatńı a právě jedno klasické řešeńı,
které je dáno vztahem

(3) u(x, t) = u0(x− a t) .

Vyvstává tedy otázka, proč se zabývat numerickým řešeńım úlohy (1), (2), když jej́ı
řešeńı je známo. Důvodem je to, že u komplikovaněǰśıch úloh, v nichž hraj́ı d̊uležitou roli
transportńı mechanismy, již řešeńı zpravidla nejsme schopni v analytickém tvaru źıskat
a muśıme ho aproximovat pomoćı numerických metod. Přitom navržeńı vhodné metody
neńı v̊ubec triviálńı a řada pot́ıž́ı, s nimiž se setkáváme, se vyskytuje již při numerickém
řešeńı rovnice (1). Abychom př́ıslušné jevy lépe pochopili, je rozumné je studovat na
co nejjednodušš́ı úloze, a proto uvažujeme rovnici (1). U metod, které se ukáž́ı jako
nevhodné pro řešeńı rovnice (1), nelze samozřejmě očekávat, že by dávaly dobré výsledky
pro komplikovaněǰśı úlohy.

Opět budeme uvažovat rovnoměrnou śıt’ s konstantńım prostorovým krokem h a kon-
stantńım časovým krokem τ a definujeme uzly śıtě (xj, tn), kde xj = j h, tn = n τ , j ∈ Z
a n ∈ N0. Řešeńı u Cauchyovy úlohy (1), (2) opět aproximujeme v uzlech (xj, tn) hod-
notami Un

j . Rovnici (1) aproximujeme v libovolném uzlu (xj, tn) diferenčńım schématem
źıskaným nahrazeńım parciálńıch derivaćı diferenčńımi kvocienty. Takto lze źıskat mnoho
rozličných numerických schémat, z nichž několik nyńı uvedeme. Pro jejich přehledněǰśı
zápis budeme už́ıvat parametr ν = a τ/h, který jsme zavedli již v části věnované von
Neumannově analýze stability.

Pro numerické řešeńı rovnice (1) lze uvažovat např́ıklad schémata:
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Všechna uvedená schémata jsou explicitńı. Schéma (7) je známo pod označeńım
leapfrog scheme. K určeńı přibližného řešeńı na nové časové vrstvě využ́ıvá toto schéma
hodnot přibližného řešeńı z předcházej́ıch dvou časových vrstev. Hovoř́ıme proto o dvou-
krokovém schématu. Ostatńı schémata jsou jednokroková. Schéma (8) se nazývá Laxovo–
Friedrichsovo schéma. Všimněme si, že
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2 reprezentuje aproximaci uxx(xj, tn),
lze tedy speciálńı aproximaci časové derivace použitou v (8) interpretovat jako přidáńı
umělé difúze o velikosti h2/(2 τ) ke schématu (6).
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Obr. 1: Počátečńı podmı́nka u0 použitá ve cvičeńı 1.

Cvičeńı 1 Uvažujme rovnici ut + ux = 0 v oblasti (−2, 3) × R+ s počátečńı podmı́nkou
u0 znázorněnou v obr. 1. Definujme ekvidistantńı prostorové uzly −2 = x0 < x1 < · · · <
xJ = 3 s prostorovým krokem h = 5/J . Dále uvažujme konstatńı časový krok τ > 0 a
časové hladiny tn = n τ , n ∈ N0. V čase t0 je přiblǐzné řešeńı určeno počátečńı podmı́nkou.
Na následuj́ıćıch časových hladinách pak m̊užeme hodnoty přiblǐzného řešeńı ve vnitřńıch
uzlech určit pomoćı libovolného z výše uvedených schémat, přičemž polož́ıme Un

0 = 0 a
Un
J = Un

J−1 pro n ∈ N (pro n = 1 však nelze použ́ıt schéma (7)). Naprogramujte výše
uvedená schémata a proved’te výpočty pro J = 50 a τ = 0.08. U Laxova-Friedrichsova
schématu otestujte, jaký vliv má zmenšeńı h na polovinu při nezměněném τ , zmenšeńı τ
na polovinu při nezměněném h a současné zmenšeńı h i τ na polovinu, popř. na čtvrtinu.

Provedeme-li výpočty popsané ve cvičeńı 1, zjist́ıme, že v přibližných řešeńıch schémat
(4) a (6) se již po několika málo časových kroćıch objev́ı velké oscilace a dostaneme zcela
nepoužitelné výsledky. Na druhou stranu zbývaj́ıćı tři schémata vedou při J = 50 a
τ = 0.08 k přijatelným aproximaćım řešeńı uvažované úlohy. Změńıme-li však J či τ ,
objev́ı se v některých př́ıpadech nestabilńı chováńı i u těchto schémat. Naš́ım ćılem nyńı
bude vysvětlit, proč k uvedeným jev̊um docháźı.

Zvolme bod P ∈ R × R+ a uvažujme schéma (5) a takovou śıt’, že bod P je jej́ı
uzel. Necht’ např. P = (xj, tn). Pak hodnota Un

j je určena hodnotami Un−1
j−1 a Un−1

j .

2



t

n

n−

1

t 2

0t

t

x jx j−1x j−n Q

P
x−at=const.

n−

Obr. 2: Oblast závislosti PDR a schématu (5).

Podobně tyto dvě hodnoty jsou určeny hodnotami Un−2
j−2 , Un−2

j−1 a Un−2
j , viz obr. 2. Z to-

ho plyne, že hodnota Un
j záviśı pouze na hodnotách počátečńı podmı́nky u0 v bodech

xj−n, xj−n+1, . . . , xj−1, xj. Pokud bychom uvažovali v rovnici (1) nenulovou pravou stranu
f , závisela by hodnota Un

j též na hodnotách f v uzlech śıtě lež́ıćıch v trojúhelńıku s vr-
choly (xj, tn), (xj−n, 0) a (xj, 0). Tento trojúhelńık se nezývá oblast závislosti schématu
v uzlu (xj, tn).

Pro řešeńı u úlohy (1), (2) podle vztahu (3) je u(P ) = u0(Q), kde Q je pr̊useč́ık př́ımky
t = 0 a charakteristiky x − a t = const. procházej́ıćı bodem P , viz obr. 2. V př́ıpadě
rovnice (1) s nenulovou pravou stranou f záviśı hodnota u(P ) též na hodnotách funkce
f v bodech úsečky PQ. Úsečka PQ je oblast́ı závislosti uvažované parciálńı diferenciálńı
rovnice v bodě P . Nyńı můžeme zformulovat následuj́ıćı podmı́nku.

Věta 1 (CFL podmı́nka; Courant, Friedrichs, Lewy (1928)) Nutná podmı́nka konvergence
diferenčńıho schématu je, aby oblast závislosti parciálńı diferenciálńı rovnice ležela uvnitř
oblasti závislosti diferenčńıho schématu.

Pro schéma (5) je CFL podmı́nka splněna, lež́ı-li bod Q na př́ımce t = 0 mezi body xj−n
a xj. To je právě tehdy, když a ≥ 0 a a τ ≤ h. Uvažujme posloupnost śıt́ı s τ/h = const.
a h → 0 a necht’ P je uzlem všech těchto śıt́ı. Pak oblast závislosti schématu (5) v uzlu
P je pro všechny tyto śıtě stejná. Pokud a < 0 nebo a τ > h, pak pro všechny tyto
śıtě hodnota přibližného řešeńı U v uzlu P nezáviśı na hodnotách počátečńı podmı́nky
u0 v pevně daném okoĺı bodu Q (neměnném při h → 0). Přibližná řešeńı v uzlu P
tud́ıž obecně nemohou konvergovat k hodnotě u(P ). Z uvedeného je zřejmé, že plat́ı též
následuj́ıćı věta.

Věta 2 Nutnou podmı́nkou konvergence explicitńıho schématu typu Un+1
j = αUn

j−1 +
β Un

j + γ Un
j+1 pro rovnici (1) při τ/h = const. je, aby platilo |a τ/h| ≤ 1.

Nerovnost |a τ/h| ≤ 1 z věty 2 se také často nazývá CFL podmı́nka.
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