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Cauchyova iloha pro rovnici struny
Lemma 1 Necht’ Q) C R? je konvexni oblast a necht’ u € C*(Q) spliuje v Q rovnici
(1) Uy — a Uyy = 0, a = const > 0.
Pak existuji funkce P, Q tridy C* takové, Ze
u(z,t) = P(x —at) + Q(x + at) V (x,t) € Q.

Dikaz. Viz cviceni. O

Poznamka 1 Rovnice (1) se nazyva rovnice struny nebo téz jednorozmérnd vlnova rov-
nice.

Poznamka 2 Pro nekonvexni oblasti 2 lemma 1 neplati. Necht’ Q = R x R*. Regenf
z lemmatu 1 lze psat ve tvaru

Pozndmka 3 u = uj + ug, kde ui(z,t) = P(x — at) a us(x,t) = Q(xr + at). Snadno
lze ovérit, ze funkce u; a uy jsou FeSenimi rovnice (1). Funkce P = P(x) predstavuje
graf funkce u; v case t = 0. V ¢ase t = 1 je funkce u; rovna funkci P posunuté o
vzdélenost a vpravo. V case t = 2 je funkce u; rovna funkci P posunuté o vzdalenost 2 a
vpravo atd. Tedy funkce u; predstavuje vinu sitici se rychlosti a v kladném sméru osy x.
Podobné funkce u, predstavuje vinu &fifcf se rychlosti a v zdporném sméru osy z. Resen{
jednorozmeérné vlnové rovnice si lze tedy predstavit jako superpozici dvou vin siticich se
v kladném a zaporném smeéru osy x rychlosti a. Funkce u; a us se nazyvaji vinovd resent
rovnice (1).

Véta 1 Cauchyova tloha
Uy — @ Uz = f v R?,
w(@,0) = (@), w(zr,0)=y(x) VzeR,
kde p € C*(R), ¢ € CY(R) a f € C'(R?) md jednoznacéné veseni u € C*(R?) a plati

x4at

(pla —at) + pla +at)] + ;a [ e

—at

z+a (t— ’T)
/ / f(o,7)dodr.
z—a (t—T)

Jsou-li funkce @, ¥ a f liché vzhledem k bodu xo € R, pak téZ Teseni u je liché vzhledem
k bodu xq a specidlné u(xg,t) =0 pro vsechna t € R.

Jsou-lv funkce ¢, 1 a f sudé vzhledem k bodu xo € R, pak téZ reSeni u je sudé vzhledem
k bodu xo a specidlné u,(xg,t) = 0 pro vsechna t € R.

N | —

(2) u(x,t) =

Dikaz. Viz cviceni. O



Poznamka 4 Hodnota feseni u Cauchyovy tlohy z véty 1 v bodé (z,t) zavisi pouze na
o(x —at), p(x + at), Y|p—atatasq a hodnotach pravé strany f v trojihelniku s vrcholy
(x,t), (r —at,0) a (x+ at,0). Pro dany bod z5 € R ovliviiuje hodnota ¢(zq) Feseni u
pouze podél charakteristik x —at = zp a = + at = xy. Hodnota 1(zy) ovliviuje feseni u
pouze v bodech mnoziny {(z,t) € R?*; zg —at <z <z +at}.

Véta 2 Necht” u je reseni Cauchyovy tlohy z véty 1 pro data ¢, 1, f a necht’ u je
Feseni této Cauchyovy tlohy pro data @, 1, f. Necht’ p,p € C*(R) N L>®(R), ¥,¢ €
CIR)NLYR) a f, f € CY(R*) N LY(R?). Pak

(3) lu =l poe ey < Ml = Pllpoom + 5, Hw W +o52 Hf Pl eey -

Diikaz. Tvrzeni plyne snadno ze vztahu (2). O

Véta 2 ukazuje, ze malym zménam dat odpovidaji malé zmény feSeni uvazované
Cauchyovy tlohy. Cauchyova tloha je tedy korektni podle Hadamarda (feseni existuje,
je urceno jednoznacné a je stabilni).

Uvazujme méné hladka data nez doposud, napt. ¢ € Cy(R), v € L'(R) a f € L*(R?).
Pak existuji posloupnosti {©,}22, C C(R), {¥n}2, C CP(R) a {f,}52, C C(R?)
takové, ze pro n — oo

I = Pnllimom =00 0 =l =0, f = fallge) = 0.

Ke kazdé trojici ¢, ¥y, f, existuje fesen{ u,, € C?*(R?) pifslusné Cauchyovy tlohy. Toto
feseni je ddno vztahem

@) wet) =+ wn<x—at>+¢n<m+am+i/x " fuls) ds

2[ 2
z+a (t—7)
/ / fu(o,7)dodr.

Jelikoz posloupnosti {©,}22, {¥n}o2, a {f.}22, jsou cauchyovské, je podle véty 2 po-
sloupnost {u, }°°, cauchyovskd v normé prostoru L>(R?), a ma tudiz limitu u € L>(R?).
Tuto limitu je rozumné povazovat za zobecnéné feseni uvazované Cauchyovy ulohy s ne-
hladkymi daty. Provedenim limitniho pfechodu ve vztahu (4) zjist'ujeme, ze i zobecnénd
feseni jsou ddna vzorcem (2). Nerovnost (3) zustava v platnosti i pro zobecnénd fesent
a ukazuje, ze aproximujeme-li nehladka data velmi presné daty hladkymi, pak zobecnéné
feseni se jen nepatrné lisi od feseni odpovidajictho hladkym datum. Stabilita problému
nam tedy umoznuje zavést a rozumnym zpusobem interpretovat zobecnénd reseni.



