






Cauchyova úloha pro rovnici struny

Lemma 1 Necht’ Ω ⊂ R2 je konvexńı oblast a necht’ u ∈ C2(Ω) splňuje v Ω rovnici

(1) utt − a2 uxx = 0 , a = const > 0 .

Pak existuj́ı funkce P , Q tř́ıdy C2 takové, že

u(x, t) = P (x− a t) +Q(x+ a t) ∀ (x, t) ∈ Ω .

D̊ukaz. Viz cvičeńı. �

Poznámka 1 Rovnice (1) se nazývá rovnice struny nebo též jednorozměrná vlnová rov-
nice.

Poznámka 2 Pro nekonvexńı oblasti Ω lemma 1 neplat́ı. Necht’ Ω = R× R+. Řešeńı u
z lemmatu 1 lze psát ve tvaru

Poznámka 3 u = u1 + u2, kde u1(x, t) = P (x − a t) a u2(x, t) = Q(x + a t). Snadno
lze ověřit, že funkce u1 a u2 jsou řešeńımi rovnice (1). Funkce P = P (x) představuje
graf funkce u1 v čase t = 0. V čase t = 1 je funkce u1 rovna funkci P posunuté o
vzdálenost a vpravo. V čase t = 2 je funkce u1 rovna funkci P posunuté o vzdálenost 2 a
vpravo atd. Tedy funkce u1 představuje vlnu š́ı̌ŕıćı se rychlost́ı a v kladném směru osy x.
Podobně funkce u2 představuje vlnu š́ı̌ŕıćı se rychlost́ı a v záporném směru osy x. Řešeńı
jednorozměrné vlnové rovnice si lze tedy představit jako superpozici dvou vln š́ı̌ŕıćıch se
v kladném a záporném směru osy x rychlost́ı a. Funkce u1 a u2 se nazývaj́ı vlnová řešeńı
rovnice (1).

Věta 1 Cauchyova úloha

utt − a2 uxx = f v R2 ,

u(x, 0) = ϕ(x) , ut(x, 0) = ψ(x) ∀ x ∈ R ,

kde ϕ ∈ C2(R), ψ ∈ C1(R) a f ∈ C1(R2) má jednoznačné řešeńı u ∈ C2(R2) a plat́ı

u(x, t) =
1

2
[ϕ(x− a t) + ϕ(x+ a t)] +

1

2 a

∫ x+a t

x−a t
ψ(s) ds(2)

+
1

2 a

∫ t

0

∫ x+a (t−τ)

x−a (t−τ)
f(σ, τ) dσ dτ .

Jsou-li funkce ϕ, ψ a f liché vzhledem k bodu x0 ∈ R, pak též řešeńı u je liché vzhledem
k bodu x0 a speciálně u(x0, t) = 0 pro všechna t ∈ R.
Jsou-li funkce ϕ, ψ a f sudé vzhledem k bodu x0 ∈ R, pak též řešeńı u je sudé vzhledem
k bodu x0 a speciálně ux(x0, t) = 0 pro všechna t ∈ R.

D̊ukaz. Viz cvičeńı. �
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Poznámka 4 Hodnota řešeńı u Cauchyovy úlohy z věty 1 v bodě (x, t) záviśı pouze na
ϕ(x − a t), ϕ(x + a t), ψ|[x−a t,x+a t] a hodnotách pravé strany f v trojúhelńıku s vrcholy
(x, t), (x − a t, 0) a (x + a t, 0). Pro daný bod x0 ∈ R ovlivňuje hodnota ϕ(x0) řešeńı u
pouze podél charakteristik x− a t = x0 a x+ a t = x0. Hodnota ψ(x0) ovlivňuje řešeńı u
pouze v bodech množiny {(x, t) ∈ R2 ; x0 − a t ≤ x ≤ x0 + a t}.

Věta 2 Necht’ u je řešeńı Cauchyovy úlohy z věty 1 pro data ϕ, ψ, f a necht’ ũ je
řešeńı této Cauchyovy úlohy pro data ϕ̃, ψ̃, f̃ . Necht’ ϕ, ϕ̃ ∈ C2(R) ∩ L∞(R), ψ, ψ̃ ∈
C1(R) ∩ L1(R) a f, f̃ ∈ C1(R2) ∩ L1(R2). Pak

(3) ‖u− ũ‖L∞(R2) ≤ ‖ϕ− ϕ̃‖L∞(R) +
1

2 a
‖ψ − ψ̃‖L1(R) +

1

2 a
‖f − f̃‖L1(R2) .

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne snadno ze vztahu (2). �

Věta 2 ukazuje, že malým změnám dat odpov́ıdaj́ı malé změny řešeńı uvažované
Cauchyovy úlohy. Cauchyova úloha je tedy korektńı podle Hadamarda (řešeńı existuje,
je určeno jednoznačně a je stabilńı).

Uvažujme méně hladká data než doposud, např. ϕ ∈ C0(R), ψ ∈ L1(R) a f ∈ L1(R2).
Pak existuj́ı posloupnosti {ϕn}∞n=1 ⊂ C∞0 (R), {ψn}∞n=1 ⊂ C∞0 (R) a {fn}∞n=1 ⊂ C∞0 (R2)
takové, že pro n→∞

‖ϕ− ϕn‖L∞(R) → 0 , ‖ψ − ψn‖L1(R) → 0 , ‖f − fn‖L1(R2) → 0 .

Ke každé trojici ϕn, ψn, fn existuje řešeńı un ∈ C2(R2) př́ıslušné Cauchyovy úlohy. Toto
řešeńı je dáno vztahem

un(x, t) =
1

2
[ϕn(x− a t) + ϕn(x+ a t)] +

1

2 a

∫ x+a t

x−a t
ψn(s) ds(4)

+
1

2 a

∫ t

0

∫ x+a (t−τ)

x−a (t−τ)
fn(σ, τ) dσ dτ .

Jelikož posloupnosti {ϕn}∞n=1, {ψn}∞n=1 a {fn}∞n=1 jsou cauchyovské, je podle věty 2 po-
sloupnost {un}∞n=1 cauchyovská v normě prostoru L∞(R2), a má tud́ıž limitu u ∈ L∞(R2).
Tuto limitu je rozumné považovat za zobecněné řešeńı uvažované Cauchyovy úlohy s ne-
hladkými daty. Provedeńım limitńıho přechodu ve vztahu (4) zjǐst’ujeme, že i zobecněná
řešeńı jsou dána vzorcem (2). Nerovnost (3) z̊ustává v platnosti i pro zobecněná řešeńı
a ukazuje, že aproximujeme-li nehladká data velmi přesně daty hladkými, pak zobecněné
řešeńı se jen nepatrně lǐśı od řešeńı odpov́ıdaj́ıćıho hladkým dat̊um. Stabilita problému
nám tedy umožňuje zavést a rozumným zp̊usobem interpretovat zobecněná řešeńı.
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