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Budeme hledat speciální °e²ení u : (0,+∞)× Rn → R rovnice

∂tu(t, x)−∆xu(t, x) = 0,

pro t > 0 a x ∈ Rn. Operátor ∆ uvaºujeme pouze vzhledem k prom¥nné x.

1. Ukaºte, ºe operátor ∆ je rota£n¥ invariantní, tj. pro libovolnou ortonormální matici A ∈ Rn×n, w ∈ C∞(Rn),
x ∈ Rn platí (∆w)(Ax) = ∆(w(Ax)).

Záv¥r: Speciální °e²ení RVT budeme hledat ve tvaru u(t, x) = v(t, |x|).

2. Ukaºte, ºe pokud v(t, |x|) °e²í RVT v Q ⊂ (0,+∞)×Rn, λ > 0, pak v(λ2t, λ|x|) °e²í RVT na Qλ = {(t, x) ∈
(0,+∞)× Rn; (λ2t, λx) ∈ Q}.

3. Ukaºte, ºe pokud pro jisté α > 0 a pro v²echna t > 0, λ > 0, x ∈ Rn platí (λ2t)αw(λ2t, λ|x|) = tαw(t, |x|),
tak funkce w musí mít tvar w(t, |x|) = t−α/2v(|x|/

√
t) pro jistou funkci v : (0,+∞)→ R.

Záv¥r: �e²ení RVT hledáme ve tvaru
u(t, x) = t−αv(|x|2/t) (6.1)

pro vhodnou funkci v : (0,+∞)→ R a α ∈ R.

4. Najd¥te obecné °e²ení RVT ve tvaru (6.1) na (0,+∞)× Rn. Postupujte následovn¥

(a) Dosa¤te (6.1) do RVT a upravte tak, aby výsledná rovnice závisela pouze na |x|2/t.
(b) Nahra¤te |x|2/t novou prom¥nnou s a vzniklou rovnici vynásobte integra£ním faktorem sβ . Zvolte α a

β tak, aby se vzniklá rovnice dala napsat jako rovnost derivací.

(c) Integrujte a napi²te obecné °e²ení v.

5. Volte parametry tak, aby v(0+) ∈ (0,+∞) a
ˆ
Rn
u(1/4, x) dx = 1.

6. Bu¤ n > 2. Ukaºte, ºe funkce h(x) =
´ +∞

0 u(t, x) dt pro x ∈ Rn \{0} °e²í rovnici ∆h = 0 v Rn \{0} a najd¥te
vyjád°ení funkce h, které neobsahuje integrál.
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