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2. cvičeńı - Metody d̊ukaz̊u

1. Dokažte: Pro všechna x, y ∈ R plat́ı : a) |x+y| ≤ |x|+ |y|, b) ||x|− |y|| ≤ |x−y|.

2. Dokažte, že
√

2 +
√

3 je iracionálńı.

Operace s množinami
3. Necht’ f je zobrazeńı z X do Y a A,B ⊂ Y . Dokažte, že

f−1(A ∪B) = f−1(A) ∪ f−1(B) a f−1(A \B) = f−1(A) \ f−1(B).

4. Mějme 3 množiny A,B a X. Dokažte

X \ (A ∩B) = (X \A) ∪ (X \B) a X \ (A ∪B) = (X \A) ∩ (X \B).

5. Necht’ f je zobrazeńı z X do Y a A,B ⊂ X. Rozhodněte, zda plat́ı

f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B), f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B) a f(A \B) = f(A) \ f(B).

7. Dokažte binomickou větu, tj. dokažte, že pro každé n ∈ N a pro každá a, b ∈ R
plat́ı

(a+ b)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk.

Matematická indukce, využije se vztahu
(
n
k−1
)

+
(
n
k

)
=
(
n+1
k

)
.

8. Pro libovolné n ∈ N a x ∈ R sečtěte výraz sinx+ sin 2x+ · · ·+ sinnx.
Lze použ́ıt Moivreovu větu a vzorec pro součet geometrické řady. Dostaneme 0 pro
x = 2kπ, k ∈ Z, pro ostatńı x máme výsledek

cos x2 − cos
(
n+ 1

2

)
x

2 sin
(
x
2

) .

Lze to dokázat i indukćı.

A něco trochu netriviálńıho na závěr
9*. Dokažte, že pro všechna x1, x2, . . . , xn ≥ 0 plat́ı

x1 + x2 + . . .+ xn
n

≥ n
√
x1x2 . . . xn .

Návody: 1. Dokazujte matematickou indukćı 1. krok pro n = 1. 2. krok z tvrzeńı
pro n plyne tvrzeńı pro 2n. 3. krok z tvrzeńı pro n plyne tvrzeńı pro n− 1. Hint -
zkuste volit xn = n−1

√
x1 · · ·xn−1.


